
教  案 
 

一阶常微分方程 
 

教学内容 
在数学理论和实际应用中的许多问题，常常会归结为含有未知量的导数的微

分方程问题，因此微分方程理论是科学研究和实际应用中的重要工具，也是经常

使用的数学方法之一。对于一阶常微分方程的知识的掌握，是进一步了解和学习

更深入的微分方程理论知识的基础，是不可或缺的步骤之一。在本节中主要讲解

以下几方面的内容： 

（1）介绍一阶微分方程的解的存在与唯一性定理； 

（2）重点讲解变量可分离方程、齐次方程、全微分方程、一阶线性方程和

Bernoulli 方程的解法； 

（3）介绍一些可化为这几类方程的方法； 

（4）根据一些简单数学模型，介绍数学建模的思想。 

 

教学思路和要求 
（1）变量可分离方程、齐次方程、全微分方程、一阶线性方程和 Bernoulli

方程，是本节的内容的基础和重点。 

（2）因为有固定的方法，如何解这些类方程对于学生来说比较容易。但对于

一些方程如何经过适当变形处理后化为这几类方程的技巧，对于学生们来说就不

容易了。这就需要多举例和适当引导，特别是典型技巧的介绍。 

（3）通过一些具体实例，介绍一些简单数学模型的建立方法，这对于学生们

了解数学的应用很有帮助，也会提高他们的学习兴趣。这是常微分方程这一章教

学内容的重要环节。 

 

教学安排 
一．解的存在与唯一性定理 

导数已解出的一阶常微分方程可以表示为如下的一般形式 
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对于这类定解问题，有以下解的存在与唯一性定理 

 定理 10.2.1（解的存在与唯一性定理) 如果 ),( yxf 和 ),( yx
y

f




在矩形区域

}||,|||),{( 00 byyaxxyx  上连续，那么存在一个正数h （ ah 0 ），使得

定解问题（10.2.1）在 hxx  || 0 上有唯一的解 )(xy  ，即在 hxx  || 0 上成立 

))(,()( xxfx    

及 



00 )( yx  。 

这个定理的证明超出本课程的要求，此处从略。 

在这个定理中，只说明了在局部的解的存在性和唯一性，而且也没有说明解

的表达式如何。事实上，并不是每个一阶常微分方程的解都可以用初等函数或它

们的有限次积分来表达（这种方法称为初等积分法）。例如，Liouville 在 1841 牛

就证明了方程 xyy  2 不能用初等积分法来求解，虽然它看起来形式很简单。

因此，下面对一些常见类型的方程的解法进行介绍。 

二．变量可分离方程 

若一阶方程 ),( yxf
dx

dy
 中的 ),( yxf 可以分解成 x 的函数 )(xg 与 y 的函数

)(yh 的乘积，即 
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则称其为变量可分离方程。 

    若 )(xg 与 )(yh 连续，把原方程改写成 
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对两边取不定积分，得 

  dxxg
yh
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若 )(xG 是 )(xg 的一个原函数， )(yH 是
)(

1

yh
的一个原函数，就得到方程的通解 

CxGyH  )()( ， 

这里C 是任意常数①。这种形式的解也称为隐式解。 

 若 0y 是方程 0)( yh 的根，函数 0yy  也是方程（10.2.2）的解，而且这个解

并不一定包含在通解的表达式中。 

例 10.2.1 求解微分方程 
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解  将此方程化为变量可分离方程 
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 今后我们总用 C 表示任意常数。虽然它可能在同一问题中每次出现时并一定相同，也不再特别说明。 
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两边积分得 

       Cxy arcsin ； 

即 

)sin( Cxy  。 

注意 1y 也是方程的两个解，但它们并不在通解之中。 

例 10.2.2 解定解问题 
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解  将此方程化为 
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两边积分得 

Cxxy ln)cotln(csclnln  。 

即 

)cot(cscln xxCy  。 
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得 1C 。因此定解问题得解为 
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例 10.2.3 设函数 f 在 ),0(  上可导，且满足 
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两边求导得 
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因此函数 f 满足方程 
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对方程分离变量得 
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所以 
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因此 f 就具有上述形式。又由 1)1( f 得 eC  ，所以 
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例 10.2.4（跟踪问题一） 设 A 在初始时刻从坐标原点沿 y 轴正向前进，与

此同时 B 于 )0,(a 处始终保持距离a 对 A 进行跟踪（B 的前进方向始终对着 A 当

时所在的位置），求 B 的运动轨迹。 

    解  设 B 的运动轨迹为 

y y x ( )  

利用跟踪的要求和导数的几何意义（图 10.1.1），容易得到

数学模型 














.0)(

,
22

ay
x

xa
y  

两边取定积分 





x

a

y

dx
x

xa
dy

22

0
， 

即得到 B 的运动轨迹方程为 
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图 10.2.1 
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上述积分曲线可以看成一个重物B被某人A用一根长度为a 的绳子拖着走时留下

的轨迹，所以该曲线又被称为曳线。 

三．齐次方程 

若对于任何 0  

),( yxf  = ),( yxf ， 

则称函数 ),( yxf 为（0次）齐次函数，相应的微分方程 
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相应地称为齐次方程。     

令 uxy  ，代入方程得 
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化简后就是变量可分离方程 
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解出方程后，用
x

y
u  代入便得到方程的解。 

    例 10.2.5  求方程 
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解  将方程写成 
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用
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u  代入，便得到方程的隐式通解 
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当 1c ， 2c 不全为零时，若行列式 0
22

11


ba

ba
，作变换 













yy

xx
~

,~
 

将方程变为 

)(~~
)(~~

~

~

22222

11111

cbaybxa

cbaybxa

xd

yd









， 

从线性代数方程组 









222

111 ,

cba

cba




 

中解出  , ，就得到了关于 yx ~,~ 的齐次方程 
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因此原方程变为变量可分离方程。 

综上所述，形式为 
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的情况。 

    例 10.2.6  求方程 

0)642()352(  dyyxdxyx  

的通解。 

解  由于行列式 

22

11

ba

ba
0

42

52



 ， 

由线性代数方程组 









642

,352




 

解出 1 。作变换 









,1~~
,1~~

yyy

xxx




 

得到齐次方程 

yx

yx

xd

yd
~4~2

~5~2
~

~




 。 

令 xuy ~~  ，得到 

u

u

xd

du
xu

42

52
~

~



 ， 

整理后得 

 











 x

xd
du

uu ~

~3

2

2

41

4
, 

从此解得 

Cxuu  32 ~)2)(41( 。 

还原变量，便得方程的通解 

Cxyyx  2)32)(34( 。 

 



四．全微分方程 

    若存在函数 ),( yxu 使得 

),( yxdu dyyxgdxyxf ),(),(  ， 

则称方程 
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为全微分方程。显然，它的解可以表示为 
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    例 10.2.7  求微分方程 
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不满足，则方程 
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不是全微分方程。但是，如果此时能够找到一个函数 ),( yx ，使得 
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是全微分方程，那么，还是可以按上述方法求解的。 

    这里的 ),( yx 称为积分因子。一般说来，求积分因子并不是很容易的事，但

对于一些简单的情况，可以通过观察凑出积分因子。 

    例 10.2.8  求方程 
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例 10.2.9  求方程 
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 解  容易验证，这不是全微分方程。将方程改写为 

0)2(22  dyxdxyxydyxdx ， 
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 从以上两个例子可以看出，我们利用了一些已知的二元函数的全微分来观察

出积分因子。下面列出一些常用的二元函数的全微分，以备查阅： 
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五．线性方程 

    一阶线性常微分方程的一般形式为 
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 显然，齐次线性方程的解的线性组合仍是齐次线性方程的解。而且上式说明

了，非齐次线性方程的通解等于该方程的一个特解加上齐次线性方程的通解，这

与线性代数方程组的结论类似 

例 10.2.10 解定解问题 
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例 10.2.11  求微分方程 
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解  此方程不是线性方程，但将方程变形为 

y

yx

dy

dx 3
 ， 

即 



21
yx

ydy

dx
 。 

就是一个关于 x的线性方程。于是得通解 

32

2

1
yCydyeyCex y

dy

y

dy














 



 



。 

注意 0y 是方程的一个特解。 

 例 10.2.12 求微分方程 

xdx

dy
e y 1

  

的通解。 

解  把方程改写为 

xdx

de
e

y
y 1

1 











。 

令 yez  ，原方程就化为 

1
1

 z
xdx

dz
。 

这是一个关于 z 的线性方程。解此方程得 

Cxxxz  ln 。 

将 yez  代入就得原方程的通解 

)lnln( xxCxy  。 

例 10.2.13 设物质 A经化学反应后，全部生成另一种物质 B 。设原有 A 物

质 10 千克，经一小时生成 B 物质 3千克。求 

（1） 3 小时后，多少 A物质已起反应？ 

（2） 多少时间后， A物质已有 75%起反应？ 

解  这是化学反应问题，它应遵循质量作用定律：化学反应速度与参与反应

的物质的有效质量或浓度成正比。 

设 )(tx （单位：千克）为时刻 t（单位：小时）已生成的 B 物质的质量，那么

)(10 txy  就是时刻 t A物质参与反应的有效质量。由上述定律得 













.3)1(,0)0(

),10(

xx

xk
dt

dx

 

解上述线性方程得 

ktCex 10 。 



由 0)0( x ， 3)1( x 解得 10C ，
10

7
lnk 。于是 






















t

x
10

7
110 。 

 （1）3 小时后， A物质起反应的量是 

)3(x 





















3

10

7
110 6.57（千克）。 

（2） 若已有 75%的 A物质起反应，因此生成了 5.7%7510  千克的 B 物质，

于是由 

5.7
10

7
110 






















t

 

解得 887.3t （小时）。 

六．Bernoulli 方程 

   形如 

nyxgyxf
dx

dy
)()(  ， 

的方程称为 Bernoulli 方程，当 0n 和 1时，就是线性方程。 

当 0n 和 1时，方程两端除以 ny ，便得到 

)(
1

)(
1

1
xg

y
xf

dx

dy

y nn



。 

令
1

1



ny

u ，则 dy
y

ndu
n

1
)1(  ，于是方程变为 

)()1()()1( xgnuxfn
dx

du
 ， 

这是关于 u 的线性方程。按前面的方法解出方程后用
1

1



ny

u 代入，就得到了原

方程的解。 

 注意当 0n 时， 0y 是方程的解。 

    例 10.2.14  求方程 

5xyy
dx

dy
  

的通解。 

解  方程两端除以 5y ，便得到 

x
ydx

dy

y


45

11
。 



令
4

1

y
u  ，方程变为 

xu
dx

du
44  ， 

解得 


4

1

y
u C  x4e x

4

1
 。 

例 10.2.15 解定解问题 













.0)1(

,0)cos1(cossinln

y

yxy
dx

dy
yxx

 

 解  把方程写为 

yxy
dx

yd
xx 2coscos

cos
ln  。 

令 yz cos ，那么原方程化为 

2

ln

1

ln

1
z

x
z

xxdx

dz
  

这是 Bernoulli 方程。再令 1 zu 将此方程化为 

x
u

xxdx

du

ln

1

ln

1
 。 

解此方程得 

)(
ln

1
xC

x
u  ， 

还原回原变量便得 

xyCx lncos)(  。 

由于 0)1( y ，所以 1C ，因此定解问的解为 

xyx lncos)1(  。 

七．数学建模  

随着科学技术的发展和进步，数学这一重要基础学科在自然科学和社会科学

领域中的应用越来越广泛，数学与电子计算机技术相结合，已成为一种重要的、

可以实现的技术。数学的理论与工具，在解决自然科学、工程技术乃至社会科学

等各个领域的实际问题中发挥着越来越明显、甚至是举足轻重的作用。 

现实世界中的问题，常常并不是以一个现成的数学问题形式出现的，是要用

数学技术去解决实际问题，首先必须将所考虑的现实问题通过“去芜存菁，去伪

存真”的深入分析和研究，利用数学的抽象、方法与工具将其归结为一个相应的

数学问题，这个过程称为数学建模，所得到的数学问题称为数学模型。 



数学建模可以使用多种数学方法，对同一问题可以建立不同形式的数学模

型，而其中一个重要的工具是微积分。先来看一个 很简单、但在历史上非常著

名的例子。 

例 10.2.16 Malthus 人口模型 设 p t( )是某地区的人口数量关于时间函数，

那么该地区在单位时间中的人口增长数，即人口增长率，应该是人口数量函数的

导数 p t( )。 

显然，某一时刻的人口数量越多，在单位时间中的人口增长数也就越多。通

过对当时的资料分析，Malthus 认为人口增长率与人口数量成正比。设比例系数

为（ 可以由已有的资料定出），于是他在 1798 年提出了历史上第一个人口模

型 









.)(

),()(

00 ptp

tptp 
 

对 dt
p

dp
 两边积分得 

Ctp  ln ， 

也就是 

tCp e 。 

令 t t 0并利用初始条件 p t p( )0 0 ，可以定出 

0e0

t
pC


 ， 

最终得到人口数量函数 

p t p t t( ) e ( ) 
0

0 。 

Logistic 人口模型  Malthus 人口模型的解 

p p t t 
0

0e ( )  

当 t 时有 )(tp ，这显然是荒谬的，因为人口的数量增加到一定程度后，

自然资源和环境条件就会对人口的继续增长起限制作用，并且限制的力度随人口

的增加而越来越强。也就是说，在任何一个给定的环境和资源条件下，人口的增

长不可能是无限的，它必定有一个上界 pmax 。 

    因此，荷兰生物数学家 Verhulst 认为，人口的增长速率应随着 p t( )接近 pmax

而越来越小，他提出了一个修正的人口模型 





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


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







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将方程 )(
)(

1)(
max

tp
p

tp
tp 








  中含有 p 的项全部集中到左边，两边在 ],[ 0 tt 上积

分，即 

 


t

t

p

p
dt

pppp

dp

00
max

2

max


， 

由此解出 

p
p

p

p
t t


   

max

( )( )emax1 1
0

0
。 

显然，当 t 时有 p t p( ) max 。 

美国和法国都曾用这个模型预测过人口，结果是令人满意的。 

形如 

yyMr
dx

dy
)(   

的方程称为 Logistic 方程（ Mr, 为正常数），其解为 

rMxCe

M
y




1
 （C 是任意常数）。 

当 0C 时，这个函数的图形见图 10.2.2，称之为 Logistic 曲线。Logistic 模型

在生物学、环境科学、经济学以及社会学等领域有着重要的应用。 

 

图 10.2.2 

例 10.2.17  已知 0P 为海平面处的气压，求大气压强随高度的变化规律。 

解  取坐标原点在海平面上， h 轴铅直向上（见图 10.2.3）。我们知道，在

一点处的大气压强就是该点处的水平单位面积上空的空气柱的重量。因此大气压

强 P 是海平面之上高度 h 的函数，即 )(hPP  。 



在高度 h 处取高度微元 dh，则高度 dhh  与h 之间的压强之差 dP应等于以单

位面积为底的、高为 dh的立体中的空气重量。设 )(h  为

高度 h 处的空气密度，则当 dh很小时，  可看作相对不变

的，因此 

gdhdP  ， 

等式中的负号是由于随高度升高而压强减小。 

 由气体状态方程可知 

RT

P
  ， 

其中 R 是气体常数， 是气体的分子量，T 是绝对温度。因

此 

dh
RT

gP
dP


 。 

这就是压强 )(hPP  应满足的微分方程。 

 我们用分离变量法解此方程。将方程化为 dh
RT

g

P

dP 
 ，再取积分得 

Ch
RT

g
P 


ln ， 

因此微分方程的通解为 

h
Rt

g

CeP




 ，   C 是任意常数。 

注意到在海平面处的气压为 0P ，即 0)0( PP  ，所以 0PC  。于是便得大气压

强随高度的变化规律为 

h
Rt

g

ePP




 0 。 

例 10.2.18  某条曲线满足如下光学性质：在曲线外存在一点 O，从 O 点置

一个点光源，光线经曲线反射后成为一束平行光射出，求曲线方程。 

    解  显然，这条曲线一定是轴对称的，且 O 点在对称轴上。现以对称轴为 x

轴、O 点为原点建立直角坐标系（见图 10.2.4。由于对称性，只画出了一半）。 

因 O 点射出的光线经曲线上点 P ),( yx 反射后与 x 轴平行，过 P 作曲线的切

线交 x 轴于 Q，则△OPQ 是等腰三角形，于是 

OP = OQ = QR -OR。 

这里，R 是 P 向 x 轴所引垂线的垂足。由于 

OP =
22 yx  ，QR =

tan

y
 =

y

y


，OR = x， 

即得到齐次方程 

h 

 

 

 

h+dh 

h 

 

     

海平面 

 

 

图 10.2.3 

 



dy

dx
= 

y

xyx  22

。 

令 uyx  ，整理后方程变为 

21 u

du


=

y

dy
， 

将积分常数记为 pln ，解得 

pyuu lnln)1ln( 2  ， 

或者写成 

u
p

y
u  21 。 

两边平方，并注意到 uyx  ，便得到曲线方程 

22

1 2 p
y

p
x  ， 

这是焦点在原点的抛物线方程。因此，满足上述光学性质的曲线必是抛物线。以

上述任何一条抛物线为母线，绕 x轴旋转一周而得的旋转抛物面就能把平行于 x

轴的光线全部反射到焦点上。 

例 10.2.19  求由电阻 R、电感 L 和电源 tUE sin 组成的RL串联电路（图

10.2.5）的电流变化规律 I )(t (R、L 和 U 都是常数)，已知 t = 0 时的电流为 0I 。 

解  由 Kirchhoff 定律， 

dt

tdI
LtRIE

)(
)(  , 

即得到线性微分方程 


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

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0II

t
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U
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

 

    齐次线性方程 0 I
L

R

dt

dI
的通解为

t
L

R

C


e 。而非齐次线性方程的特解可以取

为 










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cossin
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
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


， 

于是非齐次线性方程的通解为 
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图 10.2.4 
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图 10.2.5 



t
L

R

CtI
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 e)( +
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令 0)0( II  ，得到 

 0IC
222 RL
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
， 

因此 

)(tI 
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八．习    题 

 

1， 2， 3.（1）、（3）、（5）、（6）、（7），4.（1）、（4）。5 ， 9， 

11．（2）、（4），12.（2），13.（2），14 ，15，（1）、（3）、（5），16．（2）、（3）， 

17．（2）、（4）、（6）、（8）、（9），18．（1）、（3），19，20，21，23．（1）、（3）、

（5），25。 


