
教 案 

随机变量的数字特征 

教学内容 

随机变量的分布函数全面地反映了随机变量的统计规律，利用分布函数可以

很方便地计算各种事件的概率。但在实际应用中，常常并不需要全面了解随机变

量的变化情况，只需要知道一些能反映随机变量的特征的指标就能解决问题，这

些指标便是数字特征。本节主要讲解以下内容： 

（1） 数学期望、方差、协方差和相关系数等概念和计算方法； 

（2） 随机变量的函数的数学期望的计算方法； 

（3） 一些常见分布的数字特征的计算。 

教学思路与要求 

（1） 结合实际背景引出数学期望的概念，指出数学期望的性质，并结合实

际例子讲解其计算方法，并进一步给出随机变量的函数的数学期望的

计算方法；  

（2） 结合实际背景引出方差与标准差的概念，指出方差的性质，并结合实

际例子讲解其计算方法； 

（3） 对几种常见分布计算它们的数学期望和方差； 
（4） 结合实际背景引出协方差与相关系数的概念，指出它们的性质，并结

合实际例子讲解其计算方法。 
（5） 对于正态分布的数字特征，其重要性与常见性众所周知，计算也相对

复杂，更需加以详细讲解。 
教学安排 

一．数学期望 

我们先看一个例子。检验员每天从生产线取出 n件产品进行检验。记 为每

天检验出的次品数。若检验员检查了 N 天，记这 N 天出现 n,,1,0  件次品的天数

分别为 nxxx ,,, 10  ，则 Nxxx n  10 ，且 N 天出现的总次品数为 
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因此 N 天中平均每天出现的次品数为 
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注意
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xk 就是 N 天中每天出现 k 件次品的频率，即 }{ k 的频率。若记 kp 为每天

出现 k 件次品的概率，即 )( kP  ，则由概率的统计意义，当 N 充分大时，
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统计意义上可以认为，
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就是平均每天出现的次品数。 

 以此为背景，我们引入下面的定义。 

定义 11.5.1 设离散型随机变量 的可能取值为  ,,,, 21 nxxx ，且 取相应

值的概率依次为 21, pp ,  ,, np 。若级数

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ii px 绝对收敛，则称该级数的和为

随机变量 的数学期望，简称期望，记为 E ，即 
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此时也称 的数学期望存在。若级数
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ii px 发散，则称 的数学期望不存在。 

    由数学期望的定义知，数学期望实质上是以概率为权的加权平均值，因此也

常称为均值。我们在定义中需要级数绝对收敛，是因为数学期望应该与对随机变

量取值的人为排序无关。只有当级数是绝对收敛时，才能保证收敛级数的和与求

和次序无关。 

对于连续型随机变量 ，也应有数学期望的概念。如何得到呢？先做一个近

似分析。设 的概率密度为 )(x （假设 )x 连续），在实轴上插入分点 

nxxx  10 ， 

则 落在 ],[ 1ii xx 中的概率为（记 iii xxx  1 ） 

ii

x

x
ii xxdxxxxP

i

i

 


 ))(]),[(
1

1   （ 1,,1,0  ni  ）。 

这时，如下分布的离散型随机变量
~
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它近似地可看作 的平均值。可以想象，当分点在实轴上越来越密时，上述和式

就会以 dxxx )(

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为极限。由此为背景，我们给出下面的定义。 

定义 11.5.2 设 是连续型随机变量，其概率密度为 )(x 。若 dxxx )(|| 
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例 11.5.1 已知一箱中有产品 100 个，其中 10 个次品，90 个正品。从中任

取 5个，求这 5个产品中次品数的期望值。 

解 设 为任意取出 5 个产品中的次品数，则 可取值 0、1、2、3、4、5。



且易计算 的分布为 
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    例 11.5.2 已知连续型随机变量 的概率密度为如下形式： 
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其中 0,0  ak 。又已知 75.0E ，求 k 和 a的值。 

解 由概率密度的性质得 
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所以又成立 )2(75.0  ka 。解方程组 
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得 2k ， 3a 。 

    可以证明随机变量的数学期望有如下性质（假设以下涉及到的数学期望均存

在）： 

    （1）设 c是常数，则 cEc  。 

（2）设 是随机变量， k 是常数，则  kEkE )( 。 

    （3）若  , 为两个随机变量，则  EEE  )( 。 

    因此，用归纳法可以得出，若 n ,,, 21  为随机变量，则 
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（4）若  , 为两个随机变量，满足   （即对于每个 x ，成立

)()( xx   ），则 

 EE  。 

特别地 
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    （5） 设随机变量  , 相互独立，则  EEE )( 。 

    因此，若 n个随机变量 n ,,, 21  相互独立，则 
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    例 11.5.3  假设机场送客班车每次开出时有 20 名乘客，沿途有 10 个下客

站。若到站时无乘客下车，则班车不停。假设每位乘客在各车站下车的机会是等

可能的，且是否下车互不影响，求每班次停车的平均数。 

解  用 表示班车的停车数。记 
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则 1021    。由于每位乘客在各车站下车的机会是等可能的，所以每

个乘客在每站下车的概率为 1.0 ，不下车的概率为 9.0 。而乘客是否下车是相互

独立的，20 位乘客在第 i 站都不下车的概率就是 209.0 ，即 209.0)0( iP  ，所

以 209.01)1( iP  。因此 
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于是每班次停车的平均数，即 的数学期望为 
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 二．随机变量的函数的数学期望 

    对于一维随机变量的函数的数学期望，有以下的计算方法： 

    定理 11.5.1 设 是随机变量， f 是一元连续函数或单调函数。  

（1）若 是离散型随机变量，其概率函数为 ii pxP  )( （ ,2,1i ），则
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此定理的证明从略。 

例 11.5.4 设随机变量 服从参数为 0.5 的Poisson分布，求
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由定理 11.5.1 得 
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    例 11.5.5 设随机变量 的概率密度为 
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求  2 e 的数学期望 E 。 

解 由定理 11.5.1 得 






  dxxeeEE x )()( 22    

3

1

0

3

0

2  





 dxedxee xxx 。 

    三．方差和标准差 

在实际问题中，仅凭随机变量的数学期望（或平均值）常常并不能完全解决

问题，还要考察随机变量的取值与其数学期望的之间的离散程度。例如，考察两

个射击运动员的水平，自然会看他们的平均成绩，平均成绩好的，当然水平高些。

但如果两个运动员的平均成绩相差无几，就要进一步看他们的成绩稳定性，即各

次射击成绩与平均成绩的离散程度，离散程度越小，成绩越稳定。抽象地说就是，

对于一个随机变量 ，我们不但要考察其数学期望 E ，还要考察  E 。我们

称  E 为随机变量 的离差。显然，离差的数学期望为 0，即 0)(   EE 。

因此，考虑离差的数学期望不能解决任何问题。我们自然会想到，这是由于

 E 的符号变化造成的。为了消除符号变化的影响，若使用 ||  EE  ，却带

来不便于计算的困难，因此在实际应用中常使用的是 2)(  EE  ，它易计算、实

用且有效。 

    定义 11.5.3  设是随机变量，若 2)(  EE  存在，则称它为 的方差，记

为 D 。即  
2)(  EED  。 

    显然 0D 。由定理 11.5.1 可知，关于方差有以下的计算公式： 

（1）若 是离散型随机变量，其分布律为 ii pxP  )( （ ,2,1i ），则 
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（2）若是连续型随机变量，其概率密度为 )(x ，则 
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   注意在实际应用中， D 与随机变量 的量纲并不一致，为了保持量纲的一致

性，常考虑 D 的算术平方根，它称为的均方差或标准差，记为  或 ，即 

  D 。 



均方差的量纲与随机变量 的量纲是一致的。 

    可以证明随机变量的方差如下性质（假设以下涉及到的方差均存在）： 

    (1) 设 c 是常数，则 0)( cD ；反之，若随机变量  满足 0D ，则

1)(   EP 。 

    (2) 设 是随机变量， k 是常数，则 )()( 2  DkkD  。 

    (3) 设 是随机变量， c是常数，则 )()(  DcD  。 

(4) 若 和为相互独立的随机变量，则  DDD  )( 。 

因此，用归纳法可以得出，若随机变量 n ,,, 21  相互独立，则 
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注意，若 和为相互独立的随机变量时，它们的差的方差为 

 DDDDDDDD  2)1(])1[(])1([)( 。 

 在实际计算方差时，常常用到下面的公式： 
22 )()(  EED  。 

事实上， 
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2222 )()()(2)(  EEEEEE  。 

 例 11.5.6 设随机变量 服从参数为1的指数分布，随机变量 
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 解 因为 服从参数为1的指数分布，则 的概率密度为 
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

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求 )( f 的数学期望与方差。 

解 由于 服从 








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1
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以及 
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因此 
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 四．几种常见分布的数学期望和方差。 

 （一）0-1 分布 

 设随机变量 服从 0-1 分布，且概率函数为 
kk ppkP  1)1()( ， 1,0k 。 

由定义 

pppE  1)1(0 。 

且由定理 11.5.1 知 

pppE  222 1)1(0)( 。 

于是 

)1()()( 222 ppppEED   。 

 这说明，若 服从参数 p 的 0-1 分布，则 pE  ， )1( ppD  。  

 （二）二项分布 

设随机变量 服从参数为 pn, 的二项分布，即 ~ ),( pnB 。 

    首先说明服从二项分布的随机变量 可以看作是 n 个相互独立的 10  分布

的随机变量的和。事实上，设在某个试验中事件 A发生或着不发生，且 A发生的

概率为 p ，将这个实验独立地重复 n次，构成一个 n重 Bernoulli 试验。随机变量

 就可以看作这个 n重 Bernoulli 试验中事件 A出现的次数，因此它服从二项分布

),( pnB 。设随机变量 i （ ni ,,2,1  ）为 






,,0

,,1

不发生次试验第

发生次试验第

Ai

Ai
i  

则 i 服从参数 p 的 10  分布，且 n ,,, 21  相互独立。因此 



n

i

i

1

 ，即 是 n

个相互独立的 10  分布的随机变量的和。  



于是 
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由于 i （ ni ,,2,1  ）相互独立，所以 
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 这说明，若 ~ ),( pnB ，则 npE  ， )1( pnpD  。 

    （三）Poisson分布 

设随机变量 服从参数为的Poisson分布，即 )(~  P ，则 的概率函数是 


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k
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且由定理 11.5.1 得 
















 
120

22

!!
)1(

!
)(

k

k

k

k

k

k

e
k

ke
k

kke
k

kE  
  




  


 





 2

2

2
2

)!2(k

k

k
e 。 

因此 

 22 )()(  EED   22 。 

 这说明，若 )(~  P ，则  E ，  D 。 

 （四）均匀分布 

设随机变量 服从区间 ],[ ba 上的均匀分布，即 ],[~ baU ，则 的概率密度

为 
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 这说明，若 ],[~ baU ，则
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D


 。 

    （五）指数分布 

设随机变量 服从参数为的指数分布，即 )(~  E ，则 的概率密度为 














.0,0

,0,
)(

x

xe
x

x
  

由定义 

 





 0
)( dxxedxxxE x



 1

00
 





 dxexe xx 。 

因为 

.
2

22

)()(

2000

2

0

222

































dxxedxxeex

dxexdxxxE

xxx

x

 

所以 
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 这说明，若 )(~  E ，则
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
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E ，
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    （六）正态分布 

设随机变量 服从参数 ， 2 的正态分布，即 ),(~ 2 N ，则 的概率密

度为 
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220   。 

 这说明，若 ),(~ 2 N ，则  E ， 2 D 。 



    例 11.5.8 设随机变量 ，相互独立，且都服从正态分布 








2

1
,0N ，求随

机变量 ||   的数学期望和方差。 

 解 由已知 

0  EE ，
2

1
  DD 。 

令   ，则由 ，的相互独立性知， 

0)(   EEEE ， 1)(   DDDD ， 

且由定理 11.4.3 知， 服从正态分布 )1,0(N 。 

 因此 
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因为 

1)()()|(| 222   EDEE ，  

所以 




2
1|)|()|(||| 22  EED 。 

   五．协方差与相关系数 

在引入这些数字特征之前，我们先介绍关于二维随机变量的函数的数学期望

的计算方法。 

定理 11.5.2 设 ),(  是二维随机变量， f 是二元连续函数。  

    （ 1）若 ),(  是离散型随机变量，其分布为 ijji pyxP  ),(   

),2,1,( ji ，则当


1,

|),(|
ji

ijji pyxf 收敛时，随机变量 ),(  f 的数学期望存

在，且 







1,

),(),(
ji

ijji pyxfEfE  ； 

（2）若 ),(  是连续型随机变量，其联合概率密度为 ),( yx ，则当

 







dxdyyxyxf ),(|),(|  收敛时，随机变量 ),(  f 的数学期望存在，且 

 







 dxdyyxyxfEfE ),(),(),(  。 

此定理的证明从略。 

例 11.5.9 设









2
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解  由定理 11.5.2 得 
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例 11.5.10 在长度为 a的线段上任取两点 P 和Q。求线段PQ的长度的数学

期望。 

解  设点 P 和Q的坐标分别为 和，则 和都服从 ],0[ a 上的均匀分布。

由 P ，Q两点的任意性可知 与相互独立，因而二维随机变量 ),(  的联合分

布密度函数为 
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对于二维随机变量 ),(  来说，数学期望 E 和 E 分别只反映了 ，各自

的平均值，方差 D 和 D 分别只反映了 ，各自与平均值的偏差程度。它们

并没有对 与之间的相互关系提供任何信息。因此，人们希望有一个数字特征

能在一定程度上反映这种信息。我们知道，若  与 相互独立，则必有

0))((   EEE ，因此当 0))((   EEE 时， 与必不相互独立，

即有一定程度的联系。这使我们引入下面的概念。 

 定义 11.5.4 设 ),(  为二维随机变量。若 ))((  EE  的数学期望存

在，则称 ))((  EEE  为 与的协方差，记作 ),(Cov  ，即 

))((),(Cov  EEE  。 

此时也称 与的协方差存在。 

    若 0D ， 0D ，且 ),(Cov  存在，则称




DD

),(Cov
为 与的相关系

数，记为 ),(  或  ，即 

),(  




DD

),(Cov





DD

EEE ))(( 
。 

  从协方差定义可以直接证明，协方差具有下列性质（假设以下涉及到的协

方差等均存在）： 

（1）  D),(Cov 。  

（2） ),(Cov),(Cov   。 



（3）若 c为常数，则 0),(Cov c 。 

    （4）若 ba, 为常数，则 ),(Cov),(Cov  abba  。 

    （5） ),(Cov),(Cov),(Cov 2121   。 

（6）  EEE  )(),(Cov 。 

例如，性质（6）的证明如下： 
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    还可以证明，相关系数具有下列性质： 

 （1） ),(),(   。 

 （2） 1|),(|  ，且 1|),(|  的充分必要条件是：存在常数 0a 与常

数b ，使得 1)(  baP  。 

    （3）若 与相互独立，则 0),(  。 

   相关系数是反映两个随机变量线性相关程度的一个数字特征。由相关系数的

性质（2）知道，若 1|),(|  ，则 与之间以概率 1 成立线性关系。进一步

的研究指出， 与的线性关系随着 |),(|  的减小而减弱。当 0),(  时，

称 与不相关，也就是 与不线性相关。性质（3）说明，若 与相互独立，

则它们不相关。注意，不相关性一般并不能推出独立性（见例 11.5.11）。  

例 11.5.11 已知二维离散型随机变量 ),(  的联合概率分布如下表所示，计

算 与的相关系数  ，并判断 与是否相互独立？ 
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所以 
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这就证明了： 
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设 ),(   为二维随机变量。如果 E 和 E 都存在，则称二维向量 ),(  EE

为 的数学期望，记为 
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    称二阶矩阵 
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为二维随机变量 ),(   的协方差矩阵。可以证明，协方差矩阵是一个半正定

矩阵。 
 

六．习    题 
     

1，2，3，4．（1），（2），5， 7，8，9，11，12，13，16，17，18，19，21，

23，24。 
 


