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定积分的计算 
 

教学内容 
由 Newton-Leibniz 公式知道，函数的定积分等于其原函数在积分区间两端取

值之差，因而为求定积分似应先算出相应的不定积分。但定积分计算的目标毕竟

并非原函数而是积分的值，所以计算不定积分时常用的分部积分及变量代换等技

巧在这里可以转变为直接适用于定积分计算的相应运算法则。定积分计算是微积

分中的基本技术，是学生必须掌握的技能。本节主要讲解以下几方面的内容： 

（1） 定积分的分部积分法； 

（2） 定积分的换元积分法； 

（3） 定积分的常用计算技巧； 

（4） 定积分的近似计算（数值积分法）。 

 

教学思路和要求 
（1）定积分的分部积分法和换元积分法可以从不定积分的相应思想结合

Newton-Leibniz 公式得出； 

（2）定积分的计算有着许多特有的技巧，特别是在处理奇偶函数、周期函数

和满足一定恒等关系的函数的定积分计算时，常有一些简便的方法，需特别指出，

注意引导学生发挥主动意识，举一反三； 

（3）注意在讲授数值积分时强调背景思想，并指出误差估计。 

 

教学安排 

一．分部积分法 

定理 3.3.1  设函数u，v在 ],[ ba 上具有连续导数，则 
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只要把 Newton-Leibniz 公式和不定积分的分部积分法相结合，便可得上述定

积分的分部积分公式。 

例 3.3.1  求由曲线 xxy sin （  x0 ）和 x轴围成的区域的面积 A。 

解  由定积分的几何意义知， 
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解   显然， 
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由此，可得递推关系 
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二．换元积分法 

从不定积分的换元法转换到定积分的换元法，要特别注意积分上、下限的对

应关系。 

定理 3.3.2  设 f 是 ],[ ba 上的连续函数， 是定义于和  间的具有连续导

数的函数，其值域包含于 ],[ ba ，且 )(a ， )(b 。则 
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证   因为函数 f 连续，故存在原函数，设 fF  ，于是 
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即 )]([ tF  是 )()]([ ttf   的原函数。由 Newton-Leibniz 公式，可得 
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所以上述两个积分相等。 

    例 3.3.3  求半径为 r 的圆的面积。 

解  设圆的中心在原点。由对称性，只须求出它在第一象限部分的面积。圆

周在第一象限部分的方程为 



22 xry  ， rx 0 。 

因此，相应的面积为  
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为计算这个积分，作变量代换 trx sin ， ]2/,0[ t ，于是， tdtrdx cos 。

变量 x对应的积分区间 ]1,0[ 转换为变量 t 对应的积分区间 ]2/,0[  ，且 0t 时，

0x ；
2


t 时 rx  。这样 

     
r

tdtrdxxr
0

2

0

2222 cos


 

    









2

0

2

4

2sin

2



tt
r 2

4

1
r 。 

所以，整个圆的面积 2rA  。 

 例 3.3.4  计算 
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解    令 1 xt ，于是 12  tx ， tdtdx 2 ，且 1x 时 0t ； 2x 时，

1t 。于是 
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   例 3.3.5   计算  2
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解  作变量代换 tx 
2


，于是 

 2

0
sin



tdtI n

n 。 

右端积分的值见例 3.3.2。 

要补充说明的是，如果在计算中使用的是凑微分的不定积分换元法，因为运

算过程往往不另行写出中间变量，从而也毋须引入中间变量的变化区间。这就是

说：如果   cuFduuf )()( ，函数 g 在 ],[ ba 上连续可微，则 
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例 3.3.6   计算  2
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易知上面的运算实际上是通过变换 xu cos 把原积分化为 5u 的积分。如果

在这里把关于 x的积分改写关于u的积分，那么必须注意：原来 xxcossin 5 关于 x

在 ]2/,0[  上的积分换元后相应的是 5u 关于u从 1 到 0 的积分，即 
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这个积分也可以用凑微分的方法计算。 
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例 3.3.8 计算 


2ln

0

21 dxe x 。 

解  作变量代换 xeu 21  ，即 )1ln(
2

1 2ux  ，则 du
u

u
dx

21
 ，且当

0x 时， 0u ；当 2lnx 时，
2

3
u ，于是 

du
u

du
u

u
udxe x

 













  2

3

0 2
2

3

0 2

2ln

0

2 1
1

1

1
1  

2

3
)32ln(

1

1
ln

2

1 2

3

0














 u

u

u
。 

下面例 3.3.9 和例 3.3.11 的几何意义是明显的，它们往往可以用来简化积

分的计算。 

例 3.3.9  设 0a ， f 是 ],[ aa 上的连续函数，则 
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对上式右端第一个积分作换元 tx  ，则有 
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所以 0)( 
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证毕 
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 例 3.3.9 的结论实际上蕴含于以下更一般的结论中：对于 ],[ aa 上任何连续

函数 f ，总有 
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利用这个关系式，有时也可简化积分计算。 
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    例 3.3.12  设 f 是以T 为周期的连续函数，证明：对任何实数a，成立着 
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证毕 
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解  先计算不定积分。当 0x 或 0x 时，有 
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至此，如果不假思索地应用 Newton-Leibniz 公式，便得 
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结果显然是错误的。因为在[-1,1]上恒取正值的连续函数的积分不可能为 0，正

确的计算如下： 
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点函数值的补充定义，就得到 ]1,0[ 上的连续函数，自然可以应用 Newton-Leibniz
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函数在 ]1,1[ 上的原函数。如果读者仍然希望在 ]1,1[ 上用 Newton-Leibniz 公式

的话，可以选用下面的原函数计算： 

    



































].1,0(,
2

1
arctan

2

1

,0,
22

),0,1[,
2

1
arctan

2

1

)(

2

2

x
x

x

x

x
x

x

xF




  

三．数值积分 

Newton-Leibniz 公式远不足以解决定积分的计算问题。一方面，许多可积函

数的原函数难以或者根本不能用初等函数表示；另一方面，大量的实际问题还需

要对并无解析表达式的函数计算定积分。各种数值积分方法提供了根据被积函数

在积分区间某些点上的函数值近似计算其积分值的途径。迅速发展的计算机技术

则为扩大数值积分的应用范围并提高其精确度创造了条件。 

我们知道定积分的几何意义是面积的计算。各类数值积分方法实际上就源于

对面积作近似计算的直观思考。 

一.梯形公式 



为了直观地导出计算 
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上其结论适用于任意值的可积函数。 

把 ],[ ba 等分为n个小区间，即在 ],[ ba 间插入分点（图 3.3.1） 
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整理后即得 
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这就是近似计算定积分值的梯形公式。若 f  在 ],[ ba 上连续， |)(|max
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12

)(
|| 







 


n

ababM
En

。 

二.抛物线公式（Simpson 公式） 

在梯形公式中，对应于每个小区间 ],[ 1 ii xx  ，替代曲边形顶部的曲线段是直

线段，即以一次函数替代 )(xfy  。由此设想，如

果以二次函数代替 )(xfy  ，即以抛物线段替代曲

线段，将能提高积分近似值的精确度。 

为此，在 ],[ ba 中插入分点 

n

ab
iaxi

2


 ，  ni 2,2,1,0  。 

得到 n个小区间 ],[ 222 ii xx   ),,2,1( ni  。在每个

小区间 ],[ 222 ii xx  上，找一个在 22 ix ， 12 ix ， ix2 处

取值与 f 相同的二次函数（图 3.3.2），设为 

rxxxgi   2)( ，  x ],[ 222 ii xx  。 

以抛物线 )(xgy i 代替 )(xfy  ，得到 

y 

x O a b xi-1 xi 

图 3.3.1 
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以 1i 为例计算右端积分，得 
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注意到 102 2xxx  ，   iii yxy 2 ，
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 02 ，所以 
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一般地，有 
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 ， ni ,,2,1  。 

将以上诸式两端分别相加，并注意左边的和近似等于 
b

a
dxxf )( ，所以 
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这就是近似计算定积分值的抛物线公式（或 Simpson 公式）。若 )4(f 在 ],[ ba 上连

续， |)(|max )4(

],[
xfM

bax
 ，则以上近似公式的误差 nE 有如下估计（证明从略）： 
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    例 3.3.14  用数值积分方法计算  


1

0 21 x

dx
I 。 

解   首先，在 ]1,0[ 中取三个分点 00 x ，
2

1
1 x ， 12 x 由计算得到

2

1
,

5

4
,1 210  yyy 。 

由梯形公式得 
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由抛物线公式得 
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1
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其次，在 ]1,0[ 中取五个分点 00 x ，
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3
3 x ， 14 x 由计算

得 
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由梯形公式得 
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它的绝对值在 ]1,0[ 上的最大值为 2。于是用梯形公式近似计算产生的误差不超过
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 由于 
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它的绝对值在 ]1,0[ 上的最大值为 24。于是用抛物线公式近似计算产生的误差不

超过 4
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
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
。可见，用抛物线公式的确已达到了相当高的精确度。 

实际上，由 Newton-Leibniz 公式，可得 
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四．习   题 

 

1．（1）、（3）、（5）、（7）；2．（2）、（4）、（6）、（8）；3．（1）、（2）、（3）、（5）；

4；6；7；9；11；14；15；17。 


