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定积分的几何应用 
 

教学内容 
与曲边形的面积、变速直线运动的路程一样，自然科学、社会科学和生产实

践中出的一大类量都是累积效应的结果，它们可以用 Riemann 和式的极限来刻

画，即用定积分来度量。本节讲解定积分的几何应用，主要是以下几方面的内容： 

（1） 微元法； 

（2） 平面图形的面积； 

（3） 已知平行截面面积的立体体积和旋转体的体积； 

（4） 曲线的弧长及其曲率； 

（5） 旋转曲面的面积。 

 

教学思路和要求 
（1）微元法是由局部性态的讨论最后合成整体的累积效应、即定积分的方法，

要详细讲透其思想，使学生在今后能够举一反三地使用； 

（2）在用推导公式时，注意说明选取微元的着眼点与理由，并注意说明整体

微元如何导出，使学生学会灵活运用微元法； 

（3）注意几何背景的说明，并结合实际例子说明一些图形的特点与画法，以

及积分区间的选取； 

（4）注意指出对于复杂的几何图形，在计算时要具体问题具体分析，可能要

分几部分来讨论，不能直接套用公式。最好举例说明处理方法。 

 

教学安排 

一．微元法 

为说明具有哪些特征的量有望用定积分刻画，我们再度分析一下 
b

a
dttfI )(

的概念。 

首先，对固定的函数 f ， I 取决于积分区间。定积分具有一个十分重要的性

质：可加性，即 ],[ ba 被分为许多部分小区间，则 I 被相应地分成许多部分量 iI ，

总量 I 等于诸部分量之和，即  iII 。凡能用定积分描述的量都应具有这种

可加性的特征。 

其次，由于可加性，问题便化为部分量 I 的计算。对连续函数 f ，记


x

a
dttfxI )()( ，则有 )()( xfxI  ，所以 

)()()()( dxodxxfxIxxII  。 

由此可见，对于能用定积分刻画的量，其在区间微元 ],[ dxxx  上的部分量应能

近似地表现为 dx的线性函数，即 dxxfI )( ，而且其误差应是比 dx高阶的无穷

小。 

上面的 dx是自变量的微分，在应用中常被称作 x的微元。它是一个变量。一



方面，在变化过程的每一时刻，即相对静止时，它是一个有限量；另一方面，其

变化趋势则以 0 为极限，即是一个无穷小量。记微分形式 dxxf )( 为 dI ，在应用

中常被称作量 )(xI 的微元。总量 I 即是微元 dxxfdI )( 的积分。 

我们宁愿把 dxxf )( 称作微元，而不直接称为 I 的微分，原因在于实际应用时，

往往和上述由积分 I 导出微元 dI 的过程相反，微元法是由微元 dxxf )( 出发导出

积分，即由局部性态的讨论最后合成整体的累积效应。 

如果我们要处理某个量 I ，它与变量 x的变化区间 ],[ ba 有关，而且 

（1） 满足关于区间的可加性，即整体等于局部之和； 

（2）它在 ],[ dxxx  上的部分量 I 近似于 dx 的一个线性函数，即

)(dxodII  ，其中 dxxfdI )( 称之为量 I 的微元。 

那么，以微元 dxxfdI )( 为被积表达式，作积分即得 


b

a
dxxfI )( 。 

诸如弧长、面积、体积、引力、压力、功等几何量和物理量都具有某种可加

性，且其小增量均可用微元近似表示，从而它们都可用定积分计算。 

在应用问题中往往略去关于 )(dxodII  的验证。 

二．面积问题（直角坐标下的区域） 

考察由曲线 )(xfy  ， )(xgy  和直线 ax  ， bx  （ ba  ）所围平面图形

的面积。 

先设 gf  ，变量 x的变化区间为 ],[ ba 。显然，面积具有关于区间的可加性。

在区间微元 ],[ dxxx  上，相应的小曲边形（图 3.4.1 中阴影部分）面积 A 近似

等于高为 )()( xgxf  ，宽为 dx的矩形面积，即 

       dxxgxfA )]()([  ， 

所以，面积微元为  

        dxxgxfdA )]()([  。  

于是，所求的面积 

   
b

a
dxxgxfA )]()([ 。 

如果删去条件 gf  ，同样可得 

         dxxgxfdA |)()(|  ， 

从而 

     
b

a
dxxgxfA |)()(| 。 

例 3.4.1 求由抛物线 2xy  及直线 xy 3 所围图形的面积（图 3.4.2）。 

解  先求出两曲线交点为 )0,0( 和 )9,3( 。如果以 x为积分变量，取积分区间

为 ]3,0[ ，有 
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如果以 y 为积分变量，则应取积分区间为 ]9,0[ ，此时 
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三．面积问题（极坐标下的区域） 

考察介于曲线 )(rr  与射线   和   （  20  ）间的曲边扇

形的面积，其中 )(r 是连续函数（图 3.4.3）。  

以 为积分变量，在区间微元 ],[  d 上

对应的小曲边扇形的面积近似于圆扇形的面积，

即  drA 2)]([
2

1
 ，所以面积微元 

 drdA 2)]([
2

1
 ， 

于是 

     



 drA 2)]([

2

1
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    例 3.4.2 计算心脏线 )cos1(  ar （   ）所围区域的面积（图

3.4.4）。 

解  由图形的对称性，只要计算该图形的上半部分的面积，其两倍便是所求

图形的面积。由面积计算公式得 
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四．已知平行截面面积求体积 

设空间立体介于过 ax  和 bx  点且垂直于 x

轴的两平面之间，已知它被过 x点且垂直于 x轴的平

面所截出的图形的面积为 )(xA （图 3.4.5）。显然，在

区间微元 ],[ dxxx  上，的体积微元为一母线与 x

轴平行、高为 dx，底面积为 )(xA 的柱体体积，即 

  dxxAdV )( ， 

所以 

  
b

a
dxxAV )( 。  

    例 3.4.3  已知一直圆柱体的底面半径为 R，一

斜面 1 过其底面圆周上一点，且与底面 2 成夹角 ，

求圆柱被 1 ， 2 所截得部分的体积。 

解  取圆柱底面圆周中心为原点，底面 2 为 xy

平面， 1 与圆周交点在 y 轴上（图 3.4.6）。这样，对

x b x x+dx a 

图 3.4.5 

面积 )(xA  



],[ RRy  ，过 )0,,0( y 且与 y 轴重直的平面与圆柱被截部分的截面是一个矩形，

它的底为 222 yR  ，高为 tan)( Ry  。因此 

    t a n)(2)( 22 RyyRyA   

所求体积为 

 
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R

R

R

R
dyyRRdyyRyV 2222tan2  。 

括号中第一项是一个奇函数在对称区间上的积分，其值为 0；第二项的积分

恰为半径为 R 的上半个圆的面积，因此 

 tan3RV  。 

读者不难发现，如用与 x 轴垂直的平面与之相截,截面是直角梯形，用与 z 轴

垂直的平面与之相截，截面则是弓形，处理都会繁复一些。因而应对不同问题作

具体分析，寻求事半功倍的最佳方案。 

五．旋转体的体积 

由已知平行截面面积计算体积的公式有一个直接的推论，这就是求旋转体体

积的公式。 

设空间立体为由平面图形 

}),(0|),{( bxaxfyyx   

绕 x轴旋转一周而成的旋转体（图 3.4.7）。如用在点 )0,(x 处与 x轴垂直的平面截

此立体，所得截面显然是一个半径为 )(xf 的圆，即截面积为 
2)]([)( xfxA  。 

因此 


b

a
dxxfV 2)]([ 。 

 例 3.4.4  求椭圆 1
2

2

2

2


b

y

a

x
所围图形绕 x轴旋转一周所得椭球的体积。 

解   由于 22 xa
a

b
y  ，利用对称性可得 
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当 ba  时，就得到以a为半径的球体积为 3

3

4
a 。 

六．曲线的弧长 

设有曲线 L 的方程为 )(xfy  （ bxa  ），其中 f 具有连续导数。今欲求其

弧长 s（图 3.4.8）。 

用微元法。设区间微元 ],[ dxxx  对应于小

弧段 PQ，该弧段之长 s 可用它在 P 处切线段

PT 的长度来近似，即 
22 )()( dydxdss   

   dxxf 2)]([1  。 

于是曲线 L 的弧长为 

dxxfs
b

a  2)]([1 。 

 当弧 L 用参数方程 









),(

),(

tyy

txx
    t  

表示时， dttxdx )( ， dttydy )( 。从而 

  dttytxdydxds 2222 )]([)]([)(  ， 

进而 

dttytxs
a 


22 )]([)]([ 。 

当曲线 L 用极坐标方程 

)(rr  ，     

表示时，由于 



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便得  drrdx )sincos(  ，  drrdy )cossin(  ，从而 

drrdydxds 2222 )()(  ， 

进而 

 



drrs 22 。 

 例 3.4.5  求曲线段 2

3

3

2
xy  （ 31  x ）的弧长。 

解   由 dxxdxyds  1)(1 2 得 

图 3.4.8 
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例 3.4.6  求心脏线 )cos1(  ar 的周长，其中 0a 。 

解  由对称性 
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例 3.4.7  求椭圆 1
2
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x
（ 0 ba ）的周长。 

解  椭圆的参数方程为 



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


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      20  。 

由对称性，其周长等于它落在第一象限部分的 4倍，故 

  2

0

2222 cossin4


 dbas   2

0

22 cos14

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其中
a

ba 22 
 为椭圆的离心率。 

椭圆周长表达式中出现的积分  2

0

22 cos1


 d （ 10   ）称为第二类椭

圆积分。由于被积函数  22 cos1 的原函数不能用初等函数来表示，因而椭圆

周长必须用数值积分的方法计算。 

七．旋转曲面的面积 

    设曲线 L 的方程为 

)(xfy  ，  bxa  。 

L 绕 x轴旋转一周得一旋转曲面。下面来导出计算该旋转曲面面积 A的公式。设

f 具有连续导数，且为叙述方便，设 f 为非负函数。 

在 ],[ ba 中考察区间微元 ],[ dxxx  。在该区间微元上用切线段 PT 代替原来的

弧段 PQ（图 3.4.9）用 PT 绕 x轴旋转一周所得的圆台侧面积近似替代弧PQ旋

转而得的曲面面积，此圆台的上、下底半径分别为 )(xf ， dxxfxf )()(  ，侧棱

长为 dxxfds 2)]([1  。略去高阶无穷小，即有 

dsdxxfxfxfA ]})()([)({   dxxfxf 2)]([1)(2   。 

即 dxxfxfdA 2)]([1)(2   。因此， 
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b
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2)]([1)(2   。 



 
当曲线 L 用参数方程 


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表示时，易知 
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
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 例 3.4.8  求半径为a的球面面积。 

解  球面可视为上半圆周 22 xay  （ axa  ）绕 x轴旋转一周所得的

旋转面。记 22)( xaxf  ，即有 
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例 3.4.9 求椭圆 1
2
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x
（ 0 ba ）绕 x轴旋转一周所得椭球面的面积。 

解   利用椭圆的参数方程 
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即得 
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其中
a

ba 22 
 。当 ab  ，即 0 时， 24 af  ，便回到了上一个例子的

情况。 



八．曲线的曲率 

在几何学和许多实际问题中，常常需要考虑曲线的弯曲程度。例如在铁路设

计时，在拐弯处就不能让其弯曲程度太大，否则火车在行进时就会出现危险。现

将借助于前面对弧长及弧长微分的讨论，引入一个刻画曲线弯曲程度的量。 

考察如图 3.4.10 所示的光滑曲线 L 上的曲线段


AB ，它的弧长记为 s 。当

动点从 A点沿曲线段


AB 运动到 B 点时，A点的切线 A 也随着转动到 B 点的切线

B ，记这两条切线之间的夹角为  （它等于 B 和 x轴的交角与 A 和 x轴的交角

之差）。显然，当弧的长度相同时，切线间的夹角愈大，曲线的弯曲程度就愈大；

而当切线间的夹角相同时，弧的长度愈小，曲线的弯曲程度就愈大。于是，我们

定义 

s
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



 

为曲线段


AB 的平均曲率，它刻画了曲线段


AB 的平均弯曲程度。平均曲率只描

写了曲线 L 在这一段的“平均弯曲程度”。 B 越接近于 A，即 s 越小，


AB 弧的

平均曲率就能越能精确刻画曲线 L 在 A处的弯曲程度，因此定义 

ds
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 0
lim  

为曲线 L 在 A点的曲率（如果该式中的极限存在的话）。这里取绝对值是为了使

曲率不为负数。 

 

设曲线 L 在 A点处的曲率 0K ，若过 A点作一个半径为
K

1
的圆，使它在 A点

处与曲线 L 有相同的切线，并在 A 点附近与该曲线位于切线的同侧(图

3.4.11)．我们把这个圆称为曲线 L 在 A点处的曲率圆或密切圆。曲率圆的半径

K
R

1
 和圆心 0A 分别称为曲线 L 在 A点处的曲率半径和曲率中心。由曲率圆的

定义可以知道，曲线 L 在点 A处与曲率圆既有相同的切线，又有相同的曲率和凸

性。因此在实际应用中，常用曲线在一点处的曲率圆上的小弧段来近似代替该点

附近的曲线段，以使问题简化。 



 下面来推导曲率的计算公式。

设光滑曲线 L 由参数方程 
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确定，且 )(),( tytx 有二阶导数。对

于每个 ],[ t ，曲线在对应点的

切线斜率为 
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)(

)(







tx

ty

dx

dy
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其中 是该切线与 x轴的夹角，由
)(
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arctan

tx
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


  ，即可得到 
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另外，由弧长的微分公式知 )()( 22 tytx
dt

ds
 ，于是 

 

 2

3
22 )()(

)()()()(

tytx

tytxtytx

dt

ds
dt

d

ds

d
K









。 

这就是曲率的计算公式。 

特别地，如果曲线 L 由 )(xyy  表示，且 )(xy 有二阶导数，那么相应的计算

公式为 

2

3

2 )1( y

y
K




 。 

    容易知道，直线上曲率处处为零。 

例 3.4.10 求悬链线 
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的曲率（ 0a ）。 

解 易知 
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所以 

 

图 3.4.11 
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例 3.4.11 求椭圆 tax cos ， tby sin （  t0 ）上曲率最大和最小的

点（ ab 0 ）。 

解 由于 

tax sin ， tax cos ， tby cos ， tby sin ， 

因此 

      232222232222

22
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tabtab
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 。 

因此当 0 ba 时，椭圆上在 ,0t 对应的点，即长轴的两个端点，曲率最大；

在
2


t ，

2

3
对应的点，即短轴的两个端点，曲率最小。 

当 Rba  时（这时椭圆成为半径为 R 的圆）， RK /1 。这说明：圆上各点

处的曲率相同，其值为圆半径的倒数，而曲率半径正好是 R 。 

 注 在上例中，曲率的最大值为
2b

a
，此时曲率半径为

a

b2

。这有一个有趣的

应用：半径为
a

b2

的圆是最大的圆，当它沿椭圆内侧滚动一周时，与椭圆的每一

点都接触。 

 

九．习    题 

1；2；4；5；6；7；8；10；11；13；14．（1）、（3）、（5）；15．（1）、（3）；16．（1）、

（2）；17．（1）、（2）、（4）。 


