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§2   幂级数  

一、函数项级数的概念   

二、幂级数及其收敛性   

三、幂级数的运算  
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常数项级数 

数列  n
x n N

形式求和 级数 

部分和 

若 lim
n

n

s
S




 


收敛 

基本问题 

收敛级数的和 

函数数项级数 

函数列  ( ) ,
n

u x n N x I 

形式求和 级数 

部分和 

若 lim n
n

s
S




 


x D

则称D为 的收敛域 

和函数 的性质 

和函数的初等表示 

不存在 

敛散性 

不存在 

的收敛域 D 

发散 x I D 



2012/6/4 3 

1、函数项级数的定义 

设给定一个定义在区间 I 上的函数列， 

为定义在区间 I 上的 

1 2
( ) , ( ) , , ( ) ,

n
u x u x u x

称 

函数项级数。 

一、函数项级数的一般概念 
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2、收敛点与收敛域的定义 

1) 若对于固定的 常数项级数 收敛, 

则称函数项级数  0
x在点 收敛, 或称 

0
x 是 的 否则 0

x 称为 

2) 函数项级数收敛点的全体所构成的集合 D , 

称为级数的  

收敛点， 发散点。 

收敛域， 

所有发散点的全体集合称为 发散域。 
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3、和函数 

记为 

1) 在收敛域 D上, 函数项级数的和是 x 的函数，   

和函数。  

1

( ) ( )
n

n

S x u x x D




 

称为函数项级数        的 

( )
n

S x2) 若用 表示函数项级数前 n 项的和， 

即 
1

( ) ( )
n

n k

k

S x u x




x D 若 ( ) lim ( )
n

n
S x S x




1

lim ( )
n

k
n

k

u x




  存在 

则称     为函数项级数        的 ( )S x

和函数,  
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4、函数项级数的余项 

1

( )
k

k n

u x


 

 

结论 在收敛域上有 

lim ( ) ( )
n

n
S x S x



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它的收敛域是 

( , 1 ] [1 .  ， ）

如等比级数 

它的发散域是 

有和函数  

如何求函数项级数的收敛域呢？ 

当          时， 
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级数蕴涵了分解的特性。 

           由一个新鲜的观点和一个简单的类比开辟了一个
新的研究方向。这也是高层次的创造性思维。 

高等数学中的两类基函数： 

整幂函数 三角函数 

( ) 0,1,
n

n
u x x n 

sin 1, 2,
( )

cos 0,1,
n

nx n
u x

nx n


 


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二、幂级数 

0

0

( )
n

n

n

a x x





2

0 1 0 2 0 0
( ) ( ) ( )

n

n
a a x x a x x a x x        

形如 

的函数项级数称为 

任意给定的实数。 

0 0
( 0)t x x x  作代换 

    的幂级数。 0
x x

即转换成 

x 的幂级数： 

0

n

n

n

a x




 2

0 1 2

n

n
a a x a x a x     

任意一个幂级数在 x = 0  处总是收敛的。 

1、定义 

幂级数系数 
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下面着重讨论 x 的幂级数 
0

n

n

n

a x






对每一个实数   ,幂级数 0
x

0

n

n

n

a x




 即为常数项级数。 

1) 如果 0

0

n

n

n

a x




 收敛, 则称   为        的收敛点，    0
x

0

n

n

n

a x






所有收敛点的全体称为       的收敛区域。 
0

n

n

n

a x






2) 如果 0

0

n

n

n

a x




 发散, 则称   为        的发散点，    0
x

0

n

n

n

a x






幂级数的和 
0

( )
n

n

n

a x S x






在收敛域上是 x 的函数。     
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关于幂级数的研究，有两大问题： 

首先要解决 x 在什么范围内取值、收敛。 

1、求和问题 

1）收敛域 

0

( )
n

n

n

s x a x






2）收敛域内，S (x) 的特性。 

2、展开问题 

已知某个函数空间S 以及（中心）x0 ，使得 

有 0

0

( ) ( )
n

n

n

f x a x x




 

1）S 满足什么条件，才有展开式； 

2）系数 an 计算； 3）展开成立的范围。 

( )f x S 
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2、Abel 定理  

1) 若幂级数 
0

n

n

n

a x




 在           点收敛, 
0 0

( 0 )x x 

则对    满足 x
0

n

n

n

a x




 绝对收敛； 

证:  1) 由已知  收敛， 则必有 

即有界， 

2) 若幂级数 
0

n

n

n

a x




 在           点发散, 
0 0

( 0 )x x 

则对    满足 x
0

n

n

n

a x




 也发散。 

0 ,M 

n

n
a x

0

0

n

n

n

x
a x

x
 

0

0

n
n

n n

x
a x

x
 
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当         时,  0
x x 收敛， 

也收敛， 
0

n

n

n

a x




 绝对收敛； 

2)  反证 假设对 ,x

级数       收敛， 
0

n

n

n

a x




 由 1) 

绝对收敛； 矛盾， 

∴对    满足 x
0

n

n

n

a x




 也发散。 
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Abel  定理给出了这样的结论:  

0

n

n

n

a x




 的收敛域是以原点为中心的区间，即 

如果  
0

n

n

n

a x




 0
x在   点收敛，  

0 0
( , ) ,x x x  

0

n

n

n

a x




 收敛； 

0 0
( , ), ( , )x x x     发散。 

如果  
0

n

n

n

a x




 0
x在   点发散，  
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Abel 定理推论  

幂级数  
0

n

n

n

a x




 有以下三种收敛情况： 

1）仅在 x = 0 收敛； 

3）存在 R > 0，当              时， x R

当       时, x R
0

n

n

n

a x




 发散; 

当 x = R 与 x = - R 时,   

0

n

n

n

a x




 可能收敛，可能发散。 

( , ) 2）在                   收敛； 

0

n

n

n

a x




 绝对收敛； 
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称 R 为 收敛半径， 

( , ) ,R R

收敛区间。 为可能的 

若在 x = 0 收敛 , 0 ,R 

关键是求收敛半径  R .  

如何求收敛半径、收敛区域 ? 

[ , ) ,R R ( , ],R R [ , ]R R

若在    点收敛，即          收敛， x ,R  ( , ) 
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3、Cauchy - Hadamard  定理 

10 若幂级数 
0

n

n

n

a x




 的系数满足 lim n
n

n
a 




如果  1) 0  R 为收敛半径, 

再令 x = ±R 区间的端点，  代入幂级数 
0

,
n

n

n

a x





得常数项级数, 用常数项级数的方法来判断其 

敛散性，求出收敛区间。 

1
R


 

1lim n

n
n

a

a





同样可得到上述的结果。 

2) 0  R  

3)    0R 

20 若幂级数 
0

n

n

n

a x




 的系数满足 
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例1、求幂级数 

的收敛半径及收敛域。 

例2、求级数 的收敛区间。 

例3、求级数 的收敛区间。 

例4、考察幂级数 
1

( 2 1) 1
( )

2

n
n

n

x
n






 的收敛情况。 
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0

n

n

n

a x




1、设幂级数 的收敛半径为R1 ， 
1

x R

则代数和 

0 0

n n

n n

n n

a x b x
 

 

 
0

( )
n

n n

n

a b x




 

1
( )S x

2
( )S x

1 2
min( , )x R R R 

三、幂级数的性质 

0

n

n

n

b x




幂级数 的收敛半径为R2 ， 
2

x R
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2、和函数的连续性 

设 
0

n

n

n

a x




 的收敛半径为 R ， 

则和函数 S (x) 在 (-R , R) 连续， 

即对 0
( , ) ,x R R  

0
0

0 0

lim ,
n n

n n
x x

n n

a x a x
 


 

 

在               当               

0

n

n

n

a x




 x R  收敛时， 

则和函数 S (x) 在 x R  左(右)连续， 

即 
0 0

lim
n n

n n
x R

n n

a x a R


 


 

 

0 0

lim ( ) .
n n

n n
x R

n n

a x a R


 


 

  
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3、逐项可导性 (求导) 定理 

设 
0

( )
n

n

n

S x a x




 的收敛半径为 R , 

则和函数 S (x) 在 (-R , R) 可以逐项求导，即   

0

( ) ( )
n

n

n

S x a x




  
0

( )
n

n

n

a x




 1

1

n

n

n

na x








说明 

1) 求导运算与求和运算可交换次序； 

2) 收敛幂级数可逐项求导，得到的仍是幂级数, 
 且其收敛半径不变，其和函数为原级数的和 

函数在相应区间上的导数。 
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4、逐项积分定理 

设 
0

( )
n

n

n

S x a x




 的收敛半径为 R , 

则和函数 S (x) 在 (-R , R) 可以逐项积分，即   

0
( )

x

S t dt 0
0

[ ]
x

n

n

n

a t dt




  0
0

x
n

n

n

a t dt





1

0 1

nn

n

a
x

n











说明 

1) 积分运算与求和运算可交换次序； 

2) 收敛幂级数可逐项积分，得到的仍是幂级数, 
 且其收敛半径不变，其和函数为原级数的和 

函数在相应区间上的积分。 
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例5、求幂级数 的和函数。 

解: 设 

1
( 1) ( 1)

lim
1

n n

n n n





 



1

lim
n n

n
a a




1

1R  ( 1, 1]x 
1

1 x




0
( ) ( )

x

S x S t dt  0

1

1

x

dt
t


 ln(1 )x 

( 1, 1]x 
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说明 

1) 逐项求导或逐项积分后，收敛半径不变， 

但收敛域可能扩大或缩小。 

2) 此题还得到以下结论: 

0

1
(1) ( 1)

1

n n

n

x
x





 



2

1 ( 1) ( 1, 1)
n n

x x x x        

0

1
(2)

1

n

n

x
x









2

1 ( 1, 1)
n

x x x x       
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2 11 1
( 1)

2

n n
x x x

n

      ( 1, 1]x 

21 1

2

n
x x x

n
      [ 1, 1)x 

例6、将 arctanx 展开为x 的幂级数。 
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例7、求                       的和函数。 

例8、证明对一切                      成立， ( 1, 1)x 

并求 

注意: 求幂级数的和函数或求函数的幂级数展开等 

一定要考虑其收敛域。 
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例9、求幂级数                            在收敛域          ( 1, 1)

内的和函数.并求     
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5、利用幂级数性质及其和函数求常数项级数的和， 

基本步骤如下: 

1) 找一个幂级数 
0

( ) ,
n

n

n

a x




 使得 0
,

n

n n
a x x

2) 求 
0

n

n

n

a x




 的收敛域， 

3) 求出幂级数 
0

n

n

n

a x




 的和函数        

4)  0

0

( )
n

n

x S x




 其中   在收敛域内。 0
x
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内容小结 

1、求幂级数收敛域的方法 

先求收敛半径, 再讨论端点的收敛性； 

1)  对标准型幂级数 

例10、求数项级数                        和。 
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2)  对非标准型幂级数(缺项或通项为复合式) 

求收敛半径时直接用比值法或根值法, 

也可通过换元化为标准型再求。 

2、幂级数的性质 

1) 两个幂级数在公共收敛区间内可进行加、 

减、乘法运算； 

2) 在收敛区间内幂级数的和函数连续； 

3) 幂级数在收敛区间内可逐项求导和求积分。 
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例11、在幂级数 的收敛半径。 

说明 比值判别法成立 根值判别法成立。 

例12、求极限 其中 
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幂级数具有良好的性质。 

如果函数能表示幂级数的形式, 对研究函数 

的性质是很有效的。 

解决两类问题: 

在收敛域内， 

和函数 
求 和 

展 开 

四、函数展开成幂级数 

幂级数 
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（一）Taylor 级数与余项公式   

Taylor公式 

则在该邻域内有: 

函数 f (x) 在 x0 的某邻域内具有 n + 1 阶导数,  

0
( ) ( )f x f x  0 0

( )( )f x x x 
20

0

( )
( )

2!

f x
x x


 

( )

0
0

( )
( )

!

n
nf x

x x
n

   ( )
n

r x

(  在 x 与 x0 之间) ( )
n

r x
( 1)

1

0

( )
( )

( 1)!

n
nf

x x
n


 


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定义 

为 f (x) 的在 x = x0 的 Taylor 级数,  

记为 
( )

0
0

0

( )
( ) ~ ( )

!

n
n

n

f x
f x x x

n







函数 f (x) 在 x0 的某邻域内具有任意 阶导数,  

则称 

0
( )f x

0 0
( )( )f x x x 

20
0

( )
( )

2!

f x
x x


 

( )

0
0

( )
( )

!

n
nf x

x x
n

   
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其中 

( )

0
( )

0 ,1, 2,
!

k

k

f x
a k

k
 

特别，当 x = 0 时， 

( )

0

(0)

!

n
n

n

f
x

n







注意 Taylor 级数是 Taylor 多项式从有限项到 

无限项的推广, 带来了问题： 

1) 该级数在什么条件下收敛? 

2) 该级数是否收敛于函数 f (x) ? 

为 f (x) 的在 点 x0 的 Taylor 系数,  

为 f (x) 的 Maclourin 级数。  
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1)  对此级数, 它的收敛域是什么 ？ 

2)  在收敛域上 , 和函数是否为 f (x) ? 

即待解决的问题 : 

定理1 

则  f (x) 在该邻域内能展开成 Taylor 级数, 


0

( , )x O x r  有 lim ( ) 0
n

n
r x




称 f 为                         上的幂级数 (Taylor) 展开。  0 0
( , )x r x r 

即 

( )

0
0

0

( )
( ) ( )

!

n
n

n

f x
f x x x

n





  收敛 

函数 f (x) 在 x0 的某邻域内有任意 阶导数,  
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证: 
( )

0
0

0

( )
( ) ( )

!

n
n

n

f x
f x x x

n





  0
( , )x O x r

令 
( )

0
1 0

0

( )
( ) ( )

!

kn
k

n

k

f x
S x x x

k




 

1
( ) ( ) ( )

n n
f x S x r x


 

lim ( )
n

n
r x


 1

lim ( ) ( )
n

n
f x S x




 

0 0
( , )x O x r

收敛 
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定理2 若 函数 f (x) 能展成 x 的幂级数 

则它一定是 f (x) 的 Maclourin 级数, 
( )

0

(0)

!

n
n

n

f
x

n





 且其展开是唯一的。 

证: 
0

( )
n

n

n

f x a x




对             逐项求导得 

1

1 2
( ) 2

n

n
f x a a x na x

     
2

2
( ) 2! ( 1)

n

n
f x a n n a x

     


( )

1
( ) ! ( 1) ( 1) 2

n

n n
f x n a n n n a x


    
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当 x = 0 时,上各式为 

0
(0) ,a f 1

(0) ,a f  2

1
(0) ,

2!
a f 

( )1
(0) ,

!

n

n
a f

n


2(0)
( ) (0) (0)

2!

f
f x f f x x


   

( )
(0)

!

n
nf

x
n

  
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（二）初等函数的Taylor 展开 

展开方法 
— 利用泰勒公式 直接展开法 

间接展开法 

式的函数展开。 

— 利用已知级数其展开 

1、直接展开法 

主要用来推导出基本初等函数的幂级数展开式。 

1)  f (x) 在 x 处有任意阶导数 条件: 

2) lim ( ) 0
n

n
r x




验证: lim ( ) 0
n

n
r x




或该级数的和函数等于所展开的初等函数。 
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函数  f(x) 展开成 x 的幂级数的步骤： 

( )
(0), (0), , (0),

n
f f f 

1)  求函数及其各阶导数在 x = 0 处的值 

2) 写出Maclaurin 级数 , 并求出其收敛半径 R ，              
( )

2(0) (0)
(0) (0)

2! !

n
nf f

f f x x x
n


    

3) 判别在收敛区间(－R, R) 内 lim ( ) 0
n

n
r x


?

则 2) 求出的Maclaurin 级数为f(x)幂级数展开式。 

如果 lim ( ) 0 ,
n

n
r x



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例1、将函数                   展开成 x 的幂级数。 

解:  在 x = 0 处的 Taylor 公式为 

2 31 1 1
1 ( )

2! 3! !

x n n
e x x x x r x

n
      

Lagrange 余项 1

( 1)!

x
ne

x
n





1

( 1)!

n

x x
e

n



 


n

(0, 1) 

2 31 1 1
(1) 1

2! 3! !

x n
e x x x x

n
      

( , )x  
0 !

n

n

x

n






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3 5 2 11 1 1
3! 5! (2 1)!

sin ( 1) ( )
n n

nn
x x x x x r x




      

2 3

sin[ (2 3) ]
2

(2 3)!

n

x n

x
n






 




例2、将函数                         展开成 x 的幂级数。 

解:  在 x = 0 处的 Taylor 公式为 

n

3 51 1
(2) sin

3! 5!
x x x x   

2 11
( 1)

(2 1)!

n n
x

n

  


( , )x  2 1

0

( 1)

(2 1)!

n
n

n

x
n











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类似可推出: 

2 41 1
(3) cos 1

2! 4!
x x x   

( , )x  

1 21
( 1)

(2 )!

n n
x

n

  

2

0

( 1)

(2 )!

n
n

n

x
n








( 1) ( 1)

!

nn
x

n

    
 

2( 1)

2!
x

  
(4) (1 ) 1x x

    

称为二项展开式。  
0

n

n

x
n





 
  

 


( 1) ( 1)

!

n

n

    

1
0

 
 

 

( 1,1) 1

( 1,1] 1 0

[ 1,1] 0

x

x

x







   


    
   
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( 1 1)x  

1
(5)

1 x



2

x 3
x ( 1)

n n
x   1 x

0

( 1)
n n

n

x




 

21
(6) 1

1

n
x x x

x
     



0

n

n

x




 ( 1 1)x  

2、间接展开法 

利用常用函数(基本初等函数) 幂级数展开式,  

并利用幂级数运算性质把给定函数展开成幂级数。 
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例5、将函数 展开成 x 的幂级数。 

解:  
1

( )
1

f x
x

 


0

( 1) ( 1 1 )
n n

n

x x




    

ln(1 )x
0

1

1

x

dt
t


 0

0

( 1)
x

n n

n

t dt




  

1

0

( 1)

1

n
n

n

x
n










 1 1x  

(7) ln(1 )x
2 3

1
( 1)

2 3

n
nx x x

x
n

      

1

1

( 1)
n

n

n

x

n






  1 1x  
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3、常用函数 x 的幂级数 (Taylor 级数)展开式 

例6. 求 的幂级数。  

例7、求 在 x = 3 的幂级数展开。  
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例8、将 展成 x (或            )的幂级数。 0
0x 

如果此题改成展成 x +1 (或              )的幂级数， 0
1x  



例9、将                                    展开成 Maclaurin 级数。 

例10、求                                          在 x 的幂级数。 


