
§2   数列的极限 

     高等数学中极限是一个重要的概念。因为高等 

数学中的一些重要概念如: 微分、积分、级数等， 

都是以极限为理论基础的。 



一、数列的概念 

1、概念的引入     
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2、定义: 按照某一法则得 

1
x第一个数 

2
x第二个数 

n
x n N

第 n 个数 

依次排列着，这列有序的数： 

称为数列。 

记为  n
x

其中每个数称为数列的项， 

  称为数列的通项(或一般项). n
x
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例如： 

注意:  在几何上, 数列可看作数轴上的一个动点。 
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n x n  n
x 也可看作直角坐标系上： 
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需要讨论的是： 

,)( n当n无限增大时， 

)(nfxn 对应的 是否能无限接近于某个确定的 

数值，如果是，如何确定? 

通过上面演示实验的观察： 

当n无限增大时， 

nnx
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 无限接近于0 ； 
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 无限接近于0 . 
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就上例而言： 



1、定义: 

如果对于任意给定的正数  (无论多么小)， 

总存在正整数N ， 使得对于 n > N 时的一切     ， n
x

不等式          都成立， n
x A  

那么就称常数 A 是数列     的极限 ,   
nx

或称为数列     收敛于 A .  
nx

记为 Axn
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如果数列没有极限, 则是发散的。 
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n N 当      时， 

n
x A  恒有 

注意:  1）“正数  可以任意给定”； 

2）正整数 N 与任意给定的正数  有关； 
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当n 充分大时，   0
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几何解释: 
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    极限运算已经不是有限运算了，它叩开了无
穷运算的大门，我们即将迈入无穷的王国，将有
许多瑰丽的景色期待着我们。 
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“放大处理”基本思想： 
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利用数列极限定义证明           时， 

由不等式性质，作出如此放大处理： 

n
y 从而可以从       中， 

寻求正整数 N ，由放大后的部分能小于预先 

给定的   ，则原来的部分更满足，从而得到 

证明。 



三、无穷小量与无穷大量 

定义: { },
n
设有数列 ,0如果对任何正数 

都存在正整数N ， 使得 n > N 时， 

n
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n则称       时， { }
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注意： 

（一）无穷小量 



（二）无穷小量的运算性质 
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1）同一过程中，无穷小量的代数和是无穷小量。 

证明： { }
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a设        、      是当             时的两个无穷小量， { }
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注意： 

1）有限多个无穷小量的代数和是无穷小量； 

无穷多个无穷小量的代数和是如何呢？ 

2）有界量与无穷小量的乘积是无穷小量； 

3）两个无穷小量的乘积是无穷小量； 

（可推广到有限多个） 

思考： 

2）两个无穷小量之比将会出现什么情况？ 

1）证明，当       时，函数    不是无穷小量。         
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x
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（三）无穷大量 

定义: { },
n

a设有数列 如果对任意的数 k >0 ， 

都存在正整数 N ， 使得 n > N 时， 

n
a k有 

n则称        时     是无穷大量。 { }
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（四）无穷小量与无穷大量的关系 
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四. 数列极限的求法 
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1、收敛数列的性质 

1） 数列极限的常用运算性质 
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（作为结论） 
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例如：数列 
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2）有界性 

定义: { },
n

x对数列 若存在正数 M ， 

使得一切自然数n ， 恒有        成立， 
n

x M

则称数列   有界，否则，称为无界。 n
x
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n
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3）定理： 收敛数列必有界。 

证明： 如果数列    收敛，即 { }
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证明： 设对一切正整数n ，均有 nnn cba 

∵数列的极限与该数列前有限项无关， 

0, ∴给定 

取正整数N1 ，使n >N1 时， 

取正整数N2 ，使n >N2 时， 
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2、单调有界数列 

单调数列 

单调增加数列： 

单调减少数列：   1
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定理 单调有界数列必有极限。 
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证明： 先证单调性 由二项式定理 

 n
x即    单调增加； 
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 n
x再证明    有界性 

 n
x即    有界； 

∵单调有界数列必有极限 

存在，记 
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 n
a证明该数列    收敛，并求出其极限。 

注意： 

思考题： 
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 n
a证明该数列    收敛，并求出其极限。 



3.Cauchy 收敛准则（对于一般数列） 

 收敛数列 nx 
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”“ 涉及实数系的连续性等略 



，正整数对某个即 N ,0

 mn xxNmn ,,

，正整数对，取 N
2

1


NNN
xx mn

2

1

2

1

1

1






 

NNN 2

1

2

1

2

1
  

2

1

2N

N

1 1 1
1

2 3
n

x
n

    例13、设 证明其发散。 

证明：  n
x要证明         发散 

 n
x Cauchy即证         不满足              收敛准则的条件 

 n
x所以         是发散的。 


