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第九章  级数 
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§1   数项级数 

一、问题的提出 

级数是研究函数的表示、性质及进行数值计算 

的一种工具。是以极限理论为基础的。 

1、计算圆的面积 R

正六边形的面积 1
s

正十二边形的面积 1 2
s s

正          形的面积 n
23 1 2 3

s s s 

1 2 n
A s s s    

1 3 3 3 3
2

3 10 100 1000 10
n

     、
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悖论： 从“正确”的前提出发，经过“正确”的推理， 

得出矛盾或荒谬的结论。 如： 

    “万物皆数”学说认为“一切都可以归结为整数
及整数比”，这是“正确”的前提。 

    根据勾股定理及逻辑推理，边长为 1 的正方形

的对角线之长却不能表示为整数的比。 

这是“正确”的推理，但结论却是与前提互相矛盾。 

芝诺悖论： （之一） 

阿基里斯（Achilles）追不上乌龟 

阿基里斯是古希腊传说中跑得很快的神，而乌龟 
是爬得很慢的动物。芝诺却说，他可以证明，如果让 
乌龟先爬出一短距离，那阿基里斯永远也追不上乌龟。 
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芝诺的证明如图 
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问题出在哪里？ 

分析： 阿基里斯追上乌龟所走过的路程为 
1 1
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
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5 

一、级数的概念 

1、级数的定义 

1 2 n
x x x   

1 2
, , , ,

n
x x x

1

n

n

x






定义 一般地,设给定一个数列 

则式子 

称为 无穷级数 记为 

1
x 为级数的首项。 其中 n

x 称为此级数的通项或一般项， 

一般项 

如果 

n
x


 


均为常数(一列实数)， 则称 
1

n

n

x




 为常数项级数 

为函数， 则称为函数项级数 记为 
1

( )
n

n

u x





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首先讨论常数项级数 

定义级数的部分和（即前 n 项和） 

1 2n n
S x x x   

1

n

k

k

x


 1, ,k n

收敛于有限项 s 即 lim
n

n
S s




定义 
1）如果级数 的部分和数列  n

S
1

n

n

x






则称级数 收敛 且称它的和为 s . 
1

n

n

x




 记为 
1

n

n

s x






2）如果级数 的部分和数列  n
S

1

n

n

x




 发散， 

即 Sn 没有极限 则称级数 发散。 
1

n

n

x





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注意 1）级数的余项 

n n
r s S 

1 2n n
x x

 
  

1

k

k n

x


 

 

2）给定 
1

n

n

x




 ，总可以按 
1

n

n k

k

S x




求得其部分和数列   .
n

S

3）反之给定的数列   ,
n

S

可令 1 1
,x S

2 2 1
,x S S 

1
,

n n n
x S S


  

从而求得 
1

.
n

n

x





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例1、 讨论几何级数的敛散性。 

解： 

lim
n

n
S



(1 )
lim

1

n

n

a q

q










 



1

a

q
1q 

 1q 

 1q 

1q  极限不存在 
∴ 由级数收敛定义得 

当 1q  时， 级数 
0

n

n

aq




 收敛； 

其和为 ,
1

a

q
即 

0

.
1

n

n

a
aq

q










1q 当 时， 级数 
0

n

n

aq




 发散。 

2

0

( 0)
n n

n

aq a aq aq aq a




      
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如 
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 
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 
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

几何级数,且收敛， 

但首项不同 1a 
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
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 
 



2

3
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1
3





2



10 

无穷级数收敛性举例：Koch雪花。 

做法: 先给定一个正三角形， 然后在每条边上对称 

的产生边长为原边长的1/3 的小正三角形， 

如此类推在每条凸边上都做类似的操作， 

我们就得到了面积有限而周长无限的图形 

—— “ Koch雪花 ”． 

观察雪花分形过程： 
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1
3P 设三角形周长为 

1

3
,

4
A 面积为 

第一次分叉： 

2 1

4

3
P P周长为 

2 1 1

1
3 ,

9
A A A   面积为 
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依次类推 

周长为 
3 2

4

3
P P

2

1

4

3
P

 
  
 

面积为 

3 2 2

1
3

9
A A A   

1 1 1

1 1 1
3 3 (3 4 )

9 9 9
A A A         

2

2 1

1 1 1

1 1
3 3 4

9 9
A A A

 
        

 
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2 3

2 1 3 2

4 1 1 1 1

1 1 1
3 3 4 3 4

9 9 9
A A A A A

   
              

   
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2 2 1

1 1 1 1

1 1 1
3 3 4 ( ) 3 4 ( )

9 9 9

n n

n
A A A A A

          

2 2

1

1 1 4 1 4 1 4
{1 [ ( ) ( ) ( ) ]}

3 3 9 3 9 3 9

n
A

      2,3,n 

lim
n

n
A


1

1

3(1 )
4

1
9

A 


1

8

5
A

2 3

5


雪花的面积存在极限（收敛）. 

雪花的周长是无限的，而面积有限。 结论: 
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例2、讨论级数  

的敛散性。  
1 1 1

1 4 4 7 (3 2)(3 1)n n
   

   

此方法常用。  注意 

例3 、讨论级数  

1 1

2 1 2 1

1

( 0)n n

n

a a a


 



 
  

 
 的敛散性。  
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例4 、求级数  
1 2

n
n

n



 的和。  

解： 
1 2

n

n k
k

k
S




1

2


2

2

2


3

3

2


1

1

2
n

n



 

2
n

n


1

2
n

S
2 3 4 1

1 2 3 1
     

2 2 2 2 2
n n

n n



     

1 1

2 2
n n n

S S S 

1 1
1

2 2

1
1

2

n

 
 

 


1

2
n

n


 1 ( )n 

lim 2
n

n
S


 

1

2
2

n
n

n



 

2 3 1

1 1 1 1

2 2 2 2 2
n n

n


     
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二、级数的基本性质 

1
lim lim( )

n n n
n n

x S S


 
  

性质1 (级数收敛的必要条件)  

1

n

n

x




 收敛  若级数  lim 0
n

n
x


 

. 

证: 
1n n n

x S S


 令 

1
lim lim

n n
n n

S S


 
 

1

n

n

x




若级数  收敛，  

s

0

推论 若级数一般项不趋于零   级数发散。 


s
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例5、 判定  
2 3 4 1

( 1)
3 4 5 2

n n

n


      


敛散性。 

例6 、判定级数  
1

1
sin

n

n
n





 敛散性。 
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例7 、判定调和级数  
1

1

n n





 的敛散性。 

解： 
1

lim lim 0
n

n n
x

n 
  但该级数是发散的。  

1

1

n n





 发散。 

注意 重要的是结论。  

2n n
S S

1 1 1

1 2 2n n n
   

  2

n

n


1

2


假设调和级数收敛,其和为S  .  

2
lim( )

n n
n

S S


  s s  0

1
0 ( )

2
n 即 矛盾 
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性质2 (线性性)  

设级数 
1

n

n

a




 收敛于  

级数  
1

n

n

b




 收敛于  

常数，  k , l 为常数，  

则级数 
1

( )
n n

n

ka lb




 也收敛，且  

1

( )
n n

n

ka lb





1

n

n

k a




 
1

n

n

l b




  k l  

(用级数收敛的定义证)  
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例8 、求级数  
1

5 1

( 1) 2
n

n n n





 
  

 之和。  

注意: 此性质表示了三个含义：  

1) 收敛级数可以逐项相加减和逐项数乘运算； 
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具有相同的敛散性， 
1

2)
n

n

a




 与  
1

n

n

ka






1

n

n

b




 与  
1

n

n

lb




 具有相同的敛散性； 

3) ⅰ) 两个收敛级数的代数和仍为收敛级数， 

ⅱ) 一个收敛级数与一个发散级数逐项相加所 

组成的级数一定发散， 

ⅲ) 两个发散级数的代数和可能收敛可能发散。 
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性质3 

在级数中去掉有限项、加上有限项或改变有限项 

的值，都不会改变级数的敛散性。 但收敛时， 

级数的和一般将改变。 

1

n

n

x




 收敛，  即:若级数  

1

n

n k

x


 

 收敛，  则级数  ( 1)k  且其逆亦真。 
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注意: 性质4的逆命题不成立。 

即：收敛级数去括号后所成级数不一定收敛。 

例9、 级数  (1 1) (1 1) (1 1)       收敛于0 .  

但去掉括号  
1

1 1 1 1 ( 1)
n      

1

1

( 1)
n

n






  发散。  

性质4 
1

n

n

x




 收敛，  设级数  

则在它的求和表达式中任意添加括号后所得的 

级数仍然收敛，且其和不变。 
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三、正项级数及审敛法 

定义: 
1

n

n

x




如果级数 的各项都是非负实数， 

0 1, 2,
n

x n 即 

则称此级数为正项级数。 

1

n

n

x




＊ 正项级数  n
S的部分和数列 

是单调增加的。 

1

n

n k

k

S x



1

1

n

k

k

x




 1n
S


 1, 2,n 
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定理: 正项级数收敛 

 它的部分和数列  n
S 有上界。 

证: " " 设 
1

n

n

x




 正项级数， 即部分和数列  n
S

1 2 n
S S S    单调升， 

lim
n

n
S s


   n

S 有上界； 

" "   :
n

S

1 2 n
S S S   

1

n

n

x




 收敛， 又 

lim
n

n
S s


 

由收敛定义得正项级数收敛。 

设 
1

n

n

x




 正项级数， 

单调升， 

又  n
S 有上界， 
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1、比较判别法 

设 
1

n

n

x




 是两个正项级数， 
1

n

n

y




与 

若存在常数 0 ,A  使得 1, 2,
n n

x Ay n 

则 1) 当 
1

n

n

y




 收敛时, 
1

n

n

x




 也收敛。 

2) 当 
1

n

n

x




 发散时, 
1

n

n

y




 也发散。 

注意: 1) 比较判别法的条件可放宽为: 

存在正整数 N , 0 ,A 常数 

使得 .
n n

x Ay n N 

2) 比较判别法须有参考级数。 



30 

例10、讨论 p — 级数敛散性。  

 
pppp

n

1

4

1

3

1

2

1
1   )0( p  

解： 设  0 1 ,p 
1 1

p
n n



由比较判别法，  p — 级数发散；  

设  1 ,p 
o

y

x

)1(
1

 p
x

y
p

1 2 3 4
显然  2 1

,
n n

S S






31 

2 1n
S



1 1 1 1
1

2 3 (2 ) (2 1)
p p p p

n n
     



1 
1 1 1

2 4 (2 )
p p p

n

 
   

 

1 1 1

3 5 (2 1)
p p p

n

 
     

1 1 1
1

2 4 (2 )
p p p

n

 
     

 

1 1 1

2 4 (2 )
p p p

n

 
    
 

1 
2 1 1 1

1
2 2 3

p p p p
n

 
    

 
1

1 2
p

n
S

 
1

2 1
1 2

p

n
S




  2 1 1

1
,

1 2
n p

S
 

 


2 1 1

1

1 2
n n p

S S
 

  


有界， 单调有界数列有上界， 

∴ p — 级数收敛。  
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结论: 

当 p > 1时， p — 级数收敛；  

p — 级数发散。  

p — 级数  
1

1
p

n n







重要参考级数: 

几何级数， p-级数，调和级数。 

当 p ≤ 1时， 
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2
1

1

1n n n



  
例11、讨论级数 的敛散性。  

例12、若级数           收敛， n
a 证明         收敛。  1n n

a a

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例13 、设 
1

0  ( ) ,p q q


  

判断级数 的敛散性。 1

1

1
sin

n n

n

p
q








ln
2

1

(ln )
n

n n





例14、讨论级数 的敛散性。  
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1′、比较判别法的极限形式 

如果  lim ,n

n
n

x
l

y
 那么  

1) 当 0 l   时， 
1

n

n

x




 有相同的敛散性； 
1

n

n

y




与 

2) 当 0l  时， 若 
1

n

n

y




 收敛，  则 
1

n

n

x




 收敛，  

若 
1

n

n

x




 发散，  则 
1

n

n

y




 发散；  

3) 当 l   时， 

设 
1

n

n

x




 是两个正项级数， 
1

n

n

y




与 

若 
1

n

n

y




 发散，  则 
1

n

n

x




 发散，  

若 
1

n

n

x




 收敛，  则 
1

n

n

y




 收敛。  
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证明: 0 ,
2

l
  1) 对 ,N n N当      时， 

n

n

x
l

y
  即 

3
,

2 2
n n n

l l
y x y 

由比较判别法, 即证； 

同理可证(2)、(3) . 

例15 、判别级数 
2

1

2
n

n n



 
 的敛散性。  
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例16、 判别级数 的敛散性。  2
1

1
ln( 1  )

n n







例17、 判别正项级数 
1

1 1
ln(1 )

nn n





 
  

 
 的敛散性。  
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设 
1

n

n

x




 是正项级数, 如果  1lim ,n

n
n

x
r

x






则  1) 当 1r  时, 
1

n

n

x




 收敛，  

2) 当 1r  时， 

无法判断。 

2、D’Alembert 判别法(比值判别法) 

注意: 

优点: 不必找参考级数。  

级数可能收敛可能发散。  

典型例子  
1

1
,

n n





 2
1

1
.

n n







0 ,
n

x 

1

n

n

x




 发散，  

3) 当 1r  时， 

当 1r  时， 
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例18 、判别级数 
1

3 !
n

n
n

n

n





 的敛散性。  

例19、 判别级数 

2

1

cos
3

2
n

n

n
n 



 的敛散性。  
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例20、 判别级数 
1

1

( 0)
n

n

nx x






 的敛散性。  

   与    有相同因子的级数， n
x

1n
x



特别是  中含有因子   或指数函数的。 !nn
x

D’Alembert 判别法适用： 
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3、Cauchy 判别法 

如果  lim ,n
n

n
x r




一般项中含有 n 的有理指数或无理指数。 

设 
1

n

n

x




 是正项级数, 

则  1) 当 1r  时, 
1

n

n

x




 收敛，  

2) 当 1r  时， 

无法判断。 

1

n

n

x




 发散，  

3) 当 1r  时， 

Cauchy 判别法适用： 
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例21 、判别级数 
3

1

5
( 1)

n

n

n
n





 
  

 
 的敛散性。  

例22 、判别级数 2
1

0
1

n

n
n

x
x

x








 的敛散性。  
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4、积分判别法 

定理: 设 
1

n

n

x




 是正项级数, 若非负函数 f (x) 

在 [1, +∞) 单调减少，且  xn = f (n) ， 

则         与广义积分                   有相同的敛散性。 
1

n

n

x





1

( )f x dx




例23 、判别级数                 的敛散性。 
2

1

lnn n n







例24 、讨论 
2

1
0

(ln )
q

n

q
n n





 的敛散性。  
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四、Leibniz  级数 

定义: 
1

1

( 1) ( 0)
n

n n

n

u u






 称形式为 

的级数为 交错项级数。 

 1)
n

u 单调减少, 2) lim 0 ,
n

n
u




则此交错项级数收敛，且 

Leibniz 定理 

1

1

1

0 ( 1) ,
n

n

n

u u






   其余项 1
| |   .

n n
r u




满足 若交错项级数 1

1

( 1) ( 0)
n

n n

n

u u






 
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证: 
1

0
n n

u u

 

2 1 2 3 4 2 1 2n n n
S u u u u u u


      ( ) ( ) ( )

单调增加，  2n
S

2 1 2 3 2 2 2 1 2
( ) ( )

n n n n
S u u u u u u

 
      

有界，  2n
S

0

2
lim

n
n

S s


 

2 1
lim

n
n

S



2 2 1

lim( )
n n

n
S u




 

0

s lim
n

n
S s


 

1
u

则此交错项级数收敛， 且收敛于S 1
u

余项 1 2
( )

n n n
r u u

 
   

1 2n n n
r u u

 
   交错项级数 1

.
n n

r u


 
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例25、判别级数   
2

( 1)

1

n

n

n

n








 的敛散性。  

例26、判别级数 
1

1

ln
( 1)

n

n

n

n






 的敛散性。  
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五、绝对收敛与条件收敛 

定义: 正项和负项任意出现的级数，称为 

任意项级数。 

定理: 
1

n

n

u




1) 若 收敛，  
1

n

n

u




则称 绝对收敛；  

为条件收敛级数。  
1

n

n

u




则称 

1

n

n

u




2) 若 收敛，  
1

n

n

u




而 发散，  
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例27 、讨论级数 
1

sin

n

nx

n n





 的敛散性，  

（若收敛，是绝对收敛还是条件收敛）. 

例28、讨论级数 

3
1

1

ln
( 1)

n

n

n

n






 的敛散性。  

例29 、讨论级数 
1

1

1
( 1) ( 0)

n

n
n

a
na






  的敛散性，  

（若收敛，是绝对收敛还是条件收敛）. 
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内容小结 

1、利用部分和数列的极限判别级数的敛散性 

2、利用正项级数审敛法 

必要条件 lim 0
n

n
u


 不满足 

发散 

满足 

比值审敛法 
1lim n

n
n

u

u





根值审敛法 lim n
n

n
u 




1 

收敛 发散 

1 
不定  

比较审敛法 

用它法判别 
积分判别法 

部分和极限 

1 
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3、任意项级数审敛法 

Leibniz 判别法: 

1
0

n n
u u


 

lim 0
n

n
u




则交错级数 1

1

( 1)
n

n

n

u






 收敛。 

若 收敛， 绝对收敛； 称 




 若 发散， 为收敛级数； 而 

条件收敛。 称 








