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第二篇 线性代数与空间解析几何

线性代数的主要课题:

线性代数源于对线性方程组求解方法和

解的结论的讨论。

它以矩阵为工具研究线性空间之间各类

线性变换性质的数学理论。
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线性代数基本内容

行列式、

标准形与二次型。

矩阵、 n 维向量、 线性方程组、

基本理论基础

线性代数特点

以离散变量为研究对象，

抽象性、逻辑性和应用性强 。
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第四章 矩阵和线性方程组

＊介绍行列式、矩阵的基本概念、性质和运算。

＊讨论线性方程组的解。

§1   行列式

行列式产生于解线性方程组。从消元法

解二元、三元线性方程组来引入二阶和三阶

行列式，将其推广到 n 阶行列式。进而介绍

其的定义、性质和计算方法，最后给出解

线性方程组的 Cramer 法则。
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一、n 阶行列式的定义









2222121

1212111

bxaxa

bxaxa

21122211

2221

1211
aaaa

aa

aa


次对角线

主对角线

二阶行列式

1、二阶行列式
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

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

332211 aaa 322113 aaa312312 aaa

312213 aaa 322311 aaa 332112 aaa

三阶行列式

1）每项为三个元的乘积，所属不同的行、列，

且仅出现一次。

每一项都可写成 321 321 iii aaa

321 ,, iii 是 1，2，3 的一个排列；

2、三阶行列式

3、三阶行列式的结构
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2）每项都带有符号

3）三阶行列式可写成



333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 321 321 iii aaa
t

)1(
？

？

对角线法对四元一次方程组不成立!!!

当 n > 3 时，行列式的代数形式呢？

逆序数：一个排列中，逆序的总和，称为此排列

的逆序数。

4、逆序数的概念

一个数 i 逆序：

即数字 i 的前面比 i 大的数字的个数。
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)1(21  n 2/)1(  nn

135 (2 1)24 (2 )n n例1、求排列 逆序数。

解：135 (2 1)n 不构成逆序；

2 前面有 n-1 个数比它大，故有 n-1 个逆序；

4 前面有 n-2 个数比它大，故有 n-2 个逆序；

依次下去，直到前面没有数比它大，故没有逆序；

将所有元素的逆序相加得逆序数：
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:

:

:

322113

312312

332211

aaa

aaa

aaa

2312

2231

0123













0 

:

:

:

312213

332112

322311

aaa

aaa

aaa

3321

1213

1132

















三阶行列式中正项的情况：

均为偶数，

行数已成自然排列123， 只需考虑列数的情况；

三阶行列式中负项的情况：

均为奇数。

直观地得到

排列 的逆序数 为偶数时，该项符号为正；
1 2 n
i i i 

排列 的逆序数 为奇数时，该项符号为负。
1 2 n
i i i 
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5、n 阶行列式的定义

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

)det(A  A

称此为 n 阶行列式， ij
a

n 阶行列式是下列所有这些项的代数和。

( , 1, , )
ij

a i j n把 n2 个数 排列成一个有 n 行、

n 列的记号：记为

：第 i 行第 j 列上的数或元

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 
nniii aaa 

21 211
）（
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nniii aaa 
21 21

1）每项为n 个元的乘积，n 个元素是从每一行

中选出，且在不同列上，一般形式为

第一下标：按行 1, 2, …, n 的顺序排列，

1 2 n
i i i第一下标： 是 1, 2, …, n 的一个排列，

2）符号确定：

( 1)
若 的逆序数 为偶数， 为正，1 2 n

i i i 

( 1)
若 的逆序数 为奇数， 为负；1 2 n

i i i 

3）n 阶行列式有 n2 个元，共有 n! 项。

说明：
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用定义计算一般的行列式十分繁杂不现实!

5 4 3 2 0

4 3 2 0 0

3 2 0 0 0
( )

2 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 6

x

x

x
f x

x

x






例2、 求 x5 的系数。
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性质1 行列式与其置换行列式相等

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22212

12111



说明：

6、行列式的性质

A A
即



2011/9/3 13

性质2

行列式仅改变符号。

nnn

jnj

ini

n

aa

aa

aa

aa















1

1

1

111

nnn

ini

jnj

n

aa

aa

aa

aa















1

1

1

111



说明：

互换行列式的两行(或两)列，
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性质3 行列式中某行(或某列)元素的公因子

可提到行列式的外面。

nnn

ini

n

nnn

ini

n

aa

aa

aa

k

aa

kaka

aa





















1

1

111

1

1

111



推论

性质4 行列式中任意两行(或两列)元素对应成比例，

行列式中任意两行(或两列)元素相等，

则该行列式的值为零。

则该行列式的值为零。
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性质5



nnn

ini

n

aa

aa

aa











1

1

111

nnn

n

n

aa

bb

aa











1

1

111



nnn

nini

n

aa

baba

aa











1

11

111
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性质6 行列式某行(或列)的各元素乘上常数倍后

加到另一行(或列)的对应元素上，此行列式

的值不变。

nnn

jnj

jninji

n

aa

aa

akaaka

aa















1

1

11

111



nnn

jnj

ini

n

aa

aa

aa

aa















1

1

1

111


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性质7 三角行列式等于其对角元素的乘积。

nnnn aaa

aa

a

21

2221

11




nn

n

n

a

aa

aaa







222

11211

nnaaa 2211 



n

k

kka
1

na

a


1

naaa 21

三角行列式

对角行列式

na

a


1

n

nn

aaa 21
2

)1(

)1(







2011/9/3 18

余子式

ij

nnjnjnn

nijijii

nijijii

njj

ij

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa













)1()1(1

)1()1)(1()1)(1(1)1(

)1()1)(1()1)(1(1)1(

1)1(1)1(111











ij
A a划去 中元素 所在的行及列，

得到n-1 阶子式（行列式）.  记为

ij ij
a称 为 的余子式。
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代数余子式

ij

ji

ijA  
)1(

nnjnjnn

nijijii

nijijii

njj

ji

ij

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A













)1()1(1

)1()1)(1()1)(1(1)1(

)1()1)(1()1)(1(1)1(

1)1(1)1(111

)1(











ij
a称为 的代数余子式。
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1 4 8

5 2 9

3 6 1

A



 
63

41
23 

63

41
)1(

32

23

A 6

nn AaAaAaA 1112121111  

n 阶行列式可定义为

ij
a为 的代数余子式。ij

ji

ijA  
)1(其中

如
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性质8

ininiiii AaAaAaA  2211 ),2,1( ni 

))1()1()1(( 2

2

21

1

1 in

ni

ini

i

ii

i

i aaa   

njnjjjjj AaAaAaA  2211 ),2,1( nj 

))1()1()1(( 2

2

21

1

1 nj

jn

njj

j

jj

j

j aaa   

推论 


n

k

jkik Aa
1





n

k

kjki Aa
1

Aij  









ji

jiA

0

（Laplace 展开定理）

n 阶行列式可按第 i 行展开

或按第 j 列展开
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二、行列式的计算

记号

( )
ij ij

r c1、 表示互换 i , j 两行（列），

( )
i j i j

r r c c 或

( 0)k k 2、 表示第 i 行（列）提取公因子( )
i j

kr kc

( )
j i j i

kr r kc c 3、 表示以数 k 乘以第 j 行（列）

各元素加到第 i 行（列）相应元素上去。
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3351

1102

4315

2113









A

例3、计算

2164

7295

4173

2152









A

例4、计算

211

121

112









A

例5、计算 （两种方法）

naxx

xax

xxa









2

1

例6、计算
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练习

n







33

323

331

计算

)(
1

j

nij

i aa  


11

3

1

2

1

1

22

3

2

2

2

1

321

1111





n

n

nnn

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

V










例7、证明 n 阶范德蒙（Vandermonde）行列式
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1111

4321

)4()3()2()1(

)4()3()2()1(
2222

3333








xxxx

xxxx

xxxx

A例8、计算

d

d

d

c

c

c

b

b

b

a

a

a

D n







2

  
n2

0

00

0

例9、计算
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三、克莱姆法则（Cramer 法则）



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









2211

22222121

11212111

)(

设含有 n 个线性方程和 n 个未知数的方程，

如果线性方程组的系数行列式

0

21

22221

11211



nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A








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A

B
x

1

1 
A

B
x

2

2 
A

B
x

n

n  )(

则方程组有唯一解：

( 1, , )
j

B j n其中 是把系数行列式 中 j 列的元素A

用方程组右端的常数项替换后所得到的 n 阶行列式。

nnjnnjnn

njj

j

aabaa

aabaa

B







)1()1(1

1)1(11)1(111







),,2,1( nj 第 j 列
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证： ( )1）方程组 有解（存在性），

( 1, , )
j

j

B
x j n

A
 即 是解；

( )2） 是唯一解（唯一性）.

说明：Cramer 法则适用的条件

1）方程组的方程个数与未知数个数必须相等

2）方程组的系数行列式不等于零

定理 Cramer 定理的逆否定理

( )如果线性方程组 无解，或有两个不同的解，

0 .A 则它的系数行列式
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定义：1）当 b1, …, bn 全为零时，



















0

0

0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa









即

称为齐次线性方程组。

2）当 b1, …, bn 不全为零时，

即

称为非齐次线性方程组。
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结论

021  nxxx 显然

是齐次线性方程组的解，称为零解。

非齐次线性方程组的一组不全为零的解，称为非零解。

齐次线性方程组一定有零解，

但不一定有非零解。

Cramer 法则的推论

0A 如果齐次线性方程组的 ，则只有零解；

0 ;A 如果齐次线性方程组有非零解，则

如果齐次线性方程组的 ，则有非零解；0A 

0 .A 如果齐次线性方程组只有零解，则
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













0322

032

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

例10、设齐次线性方程组

有非零解，求 的值。

说明：Cramer 法则的意义

给出了解与系数的明确关系，但如果按这

一法则解方程，计算量太大，所以一般不

用其法则来求其解。为此，引出

矩阵的概念及方法。


